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Introduction

You must be a novice in analysis or a genius like Nash to believe
anything like that can be ever true and/or to have a single nontri-
vial application. [This] may strike you as realistic as a successful per-
formance of perpetuum mobile with a mechanical implementation of
Mazwell’s demon. .. unless you start following Nash’s computation
and realize to your immense surprise that the smoothing does work in

the hands of John Nash.

Mikhaill GROMOV

Afin de prouver l'existence locale de solutions aux équations & dérivées partielles, le théoréme d’in-
version locale sur les espaces de Banach est souvent utilisé. Cependant, celui-ci nécessite pour étre
appliqué une condition d’inversion sur la différentielle de I'application étudiée. Ce n’est pas toujours
le cas — il existe des situations dans lesquelles ce critére d’inversion n’est pas vérifié.

En 1956 Josh Forbes NASH introduisit dans [NASH 1956] une nouvelle méthode pour résoudre le pro-
bléme des plongements isométriques. Cette méthode permet également de trouver des solutions a des
équations aux dérivées partielles, en particulier dans les cas ot les méthodes usuelles d’inversion locale
ne sont pas applicables. Jiirden MOSER simplifia la méthode de Nash et la démontra dans des cas
plus généraux. Cette méthode est depuis appelée méthode de Nash-Moser. Puis, Lars HORMANDER
améliora le schéma itératif de Moser en réduisant la perte de régularité par I'utilisation d’un schéma
plus proche de celui que Nash avait introduit.

Dans ce TER, nous nous proposons d’étudier la preuve du théoréme de Nash-Moser-Hérmander pas a
pas dans un cas simple, & partir d’un article de Paolo SECCHI paru dans [SECCHI 2016]. Afin de mieux
comprendre le role des différents paramétres dans la preuve du théoréme de Nash-Moser, nous énon-
cerons et prouverons ce théoréme pour les paramétres simples énoncés : mg =0, r =1 =s =5 = 1.

Avant d’étudier plus en détails ce théoréme, nous allons nous intéresser aux situations dans lesquelles
le théoréme d’inversion locale sur les espaces de Banach peut étre utilisé. En particulier, nous verrons
deux méthodes de résolution d’équations, utilisant un procédé itératif qui converge vers la solution :
I'itération de Picard et la méthode de Newton.



1. L’itération de Picard et la méthode de
Newton

Soient X,Y deux espaces de Banach, 7 : X — Y une application différentiable et f € Y. Nous
cherchons a résoudre ’équation :

F(u) = f. (1.1)

En dimension finie, supposons que X =Y = R" pour un certain n € N. Alors, si F est une application
linéaire, on peut lui associer une matrice F' dans M, (R). L’équation Fu = f, avec f € M, 1(K), admet
une solution si F' € GL,(R), et on a u = F~1f.

Pour des applications non linéaires, nous connaissons des techniques classiques comme l’itération de
Picard et la méthode de Newton, pour la résolution des équations sur les espaces vectoriels normés R".

Nous nous intéressons maintenant a la résolution du probléme en dimension infinie. Les principaux
domaines d’application étant (d’aprés [SECCHI 2016]) la résolution d’équations aux dérivées partielles
et de problémes de perturbations physiques, nous supposons que f est une « petite perturbation ».
Toutes ces méthodes font appel & une linéarisation du probléme, en définissant une suite définie en
fonction de la différentielle dF de F, et qui tend vers la solution cherchée.

1 L’inversion locale et l'itération de Picard

Définition 1.1

Un espace de Banach X est un espace vectoriel normé complet. C’est-a-dire que toute suite de
Cauchy de X converge dans X.

Définition 1.2

Soient X et Y des espaces de Banach, alors £(X,Y) est I'ensemble des applications linéaires
continues de X dans Y, et Isom(X,Y") est ’ensemble des applications linéaires continues et bijectives
de X dans Y. Un élément de Isom(X,Y") est appelé un isomorphisme de X dans Y.

Proposition 1.1

Soit X un espace de Banach. Supposons S € L(X), avec |S| < 1. Alors (Idx — 5) est inversible et

d’'inverse Y, Sk De plus, la série converge normalement.
k=0

Démonstration :

» On remarque premiérement que Y, [S*| < 3 IS|". Comme [[S| < 1, la série 3] [S]* converge donc la
k>0 k=0 >
série Y. S* converge normalement.
k=0

» De plus, X étant complet, £(X) 'est aussi et toute série normalement convergente de £(X) est convergente.
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Donc Y. S* est convergente dans £(X), c’est a dire >} S¥ € £(X). On a, par continuité de S,

k>0 k>0
(Idx — §) Y 8% = > 87— 1 5! —Tdx
k=0 k=0 k=0
et ». SF(Idx — ) = Y 8% = ) S¥! —Tdx.
k=0 k=0 k=0
Donc (Idy — S) est inversible, d’inverse Y. S*. |
k>0

Proposition 1.2
Si X et Y sont des espaces de Banach, alors Isom(X,Y’) est un ouvert de £(X,Y).

Démonstration: Si Isom(X,Y) = ¢, alors Isom(X,Y) est un ouvert de £(X,Y) (car & est un ouvert).
Supposons Isom(X,Y") # . Soit Ty € Isom(X,Y) et soit T € L(X,Y). On a

T=To—(To—T) =To(ldx — Ty "(Tp — T)).

Posons S = Ty }(Ty — T). On a donc |S| = HTo_l(TO -T)| < HTO_1H |To —T|. Si |To — T < HTLH = ¢, alors

| S|l < 1. Dans ce cas, comme S € L(X), d’aprés la proposition 1.1, (Idx —S) est inversible. D’ou T' = T (Idx —S)
est inversible. Ainsi, si T' e L(X,Y) avec |T' — Ty| < ¢, alors T' € Isom(X,Y"), donc Bz (x,y)(Tp, €) < Isom(X,Y).
Isom(X,Y) est un ouvert de L(X,Y). |

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme d’inversion locale sur les espaces de Banach.
Théoréme 1.1 (Inversion locale)

Soient X, Y des espaces de Banach et soit U un ouvert non vide de X. Posons F : U — Y € C1(U).
Soit ug € U. S’il existe U € L(Y, X) tel que dF (up)¥ = Idy, alors il existe un voisinage V' de F(ug)
et une application G € C(V), tel que F o G = Idy.

De plus, si dF(ug) € Isom(X,Y), alors F est un C!-difféomorphisme d’un voisinage de uy sur un
voisinage de F(ug).

Démonstration: On note f = F(u) et fo = F(uo).
Etape 1 Supposons dans un premier temps que X =Y, F(u) = u et dF(u) = Idx. On réécrit alors f = F(u)
sous la forme u = u + f — F(u). Posons H(u) & u + f — F(u). Nous cherchons alors un point fixe de

comme limite de la suite (uy,), avec Vn € N u,11 = H(uy,).

i. Pour un ¢ > 0 assez petit et |f —uo| < 3, on a H (B(uo, 5)) < B(ug,0). En effet, d’aprés la formule

de Taylor a ’ordre 1, on a
F(u) = F(ug) + dF(ug)(u —up) + o(u —ug) = Flug) + (u —ug) + o(u —up) = u + o(u — ug)

1
= H(u) —up = f —up +olu —ug) = | H(u) —ug| < 6(5 +0o(1)) < 6.
ii. Si[f—uo| <% avec & assez petit, alors H est contractante dans B(uo,d), car :

Vu',u” € B(ug,d), [H()—HW")| < v —u"| sup [ldx — dF(2)] < % |u ="

lz—uoll <6

D’apreés le théoréme du point fixe de Banach, H posséde un unique point fixe dans B(ug,d). Donc
vV f € B(uy, %), F(u) = f posséde une unique solution dans B(ug,d). Puisque 0 peut étre pris arbi-
trairement petit, nous en déduisons que 'image par F de tout voisinage de ug est un voisinage de uyg.
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Etape 2 Passons au cas général. Soit ug € X, on pose F:Y Y telqueV feV,F(f) = Fluo+ ¥(f — fo)).
En appliquant I'étape 1 a F , nous avons que l'image par F de tout voisinage de ug est un voisinage

de F(ug). Soient € > 0 et V & B(fo, ) tel que sup HIdy — d]}(f)H < 1. Alors, par le lemme 1.1, pour
fev

tout f €V, dF (f) est inversible. On applique alors la premiére partie de la preuve a V' et F, on en
conclut que I'image par F de tout ouvert de V' est un ouvert. F est une injection sur V'; de plus, par la
formule de Taylor utilisée & I'étape 1, F est un C!-diffeomorphisme de V sur F(V). Si on note G ce dif-

féeomorphisme, I’application G : Y — X définie par G(f) = uo+Y(G(f)— fo) fournit 'application G voulue.

Etape 3 Si dF(uo) € Isom(X,Y) alors, A est inversible et d’aprés I'étape 2, F(u) = F(ug + U (F(u) — fo))
définit un C!-diffSomorphisme d’un voisinage de ug sur un voisinage de F(ug). [ |

Le théoréme d’inversion locale est un outil que ’on peut utiliser dans la résolution de notre probléme.
Si la différentielle en wug, dF(up), est un isomorphisme de X dans Y, le théoréme d’inversion locale
fournit une unique solution v € X proche de ug. Elle peut étre obtenue par l'itération de Picard :

w1 = w + dF (uo) " (f — Flup))] M
Théoréme 1.2 (Itération de Picard)

Soient X et Y des espaces de Banach et U un ouvert non vide de X. Posons F : U — Y € C}(U).
Soit ug € U tel que dF(up) est un isomorphisme de U dans Im(F). Alors il existe un voisinage U’
de up et un voisinage V' de F(ug) tel que

VieV,Au*eU', F*)=f et lim u =u*,
k—+o0

avec V k€ N, upy1 = up + dF (ug) ™t (f — Flug)).

Démonstration: On remarque premiérement par le théoréme 1.1 que F est un C!-difféomrphisme d’un voi-
sinage U’ de ug dans un voisinage V de F(ug). Soit f € V. Par définition, 3! u* € U’ tel que F(u*) = f. De
plus, comme d.F(ug) est un isomorphisme, alors dF ~!(ug) est bien définie par le théoréme 1.1. Il nous reste a
calculer la limite de la suite (ug)y.

Etape 1 La suite (uy)y converge car 'application u — u + dF(ug) "' (f — F(u)) posséde un unique point fixe
par I’Etape 1 et ’Etape 2 de la preuve précédente.

Etape 2 Montrons enfin que klim up = u*. Il existe un [ € U’ tel que klim u = 1. Alors,
—+00 —+00

lm  (ug + dF(uo) ' (f — Flug))) -

lim Uk4+1 =

—+0 k—+00

Mais dF(ug)~! est continue, donc dF (ug) = (f — F(I)) = 0. Puis en composant par dF (ug) des deux cotés,
f—F)=0= F() = f = Fu*).

Or F est bijective de U’ dans V, donc [ = u*. ]

Remarque 1

Ce schéma itératif posséde une convergence géométrique (O(g¥)). En effet, |upr1 — ug| < € |Jugp — up_1]|
pour un certain € €]0, 1[. Donc |u* — ug| = O(e¥) avec klim u = u*.
—+m

En remplacant ug dans (I) par l'itéré précédent wuy, on étudie une méthode de résolution du probléme
avec une meilleure convergence.
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2 La méthode de Newton sur les espaces de Banach

Soit F : X — Y avec X,Y des espaces de Banach. On veut résoudre ’équation F(u) = f. Supposons
que F est de classe C! et dF inversible sur un voisinage de u. Une méthode pour résoudre une telle
équation est la méthode de Newton qui utilise I'itération suivante :

(urgr = g+ dF (ug) " (f — Flup)] (11)

Contrairement a litération de Picard, nous devons ici résoudre une équation différente & chaque
étape, induite par la différentielle dF(u,). De plus cette méthode posséde une convergence quadra-
tique (O(£2")) qui est plus satisfaisante que la convergence géométrique (O(e*)) de I'itération de Picard.
Théoréme 1.3 (Méthode de Newton)

Soient X et Y des espaces de Banach, u € X, § > 0 et soit F : B(u,d) — Y de classe C!.

On suppose qu’il existe M > 0 tel que Y u,v € X, |[dF(u) — dF(v)| < M |u — v|.

On suppose de plus qu’il existe ug € B(u,0) tel que dF(ug) : X — Y est un isomorphisme avec
| F(uop) — f| assez petit.

Nu*el, F*)=f et lim up=u*,
k—40

avec Yk € N, w1 = g+ dF (up) "2 (f — Flug)). De plus, | f — F(ug)| = O(2") (pour 0 < & < 1).

Lemme 1.1 (admis)

Soit U un ouvert connexe contenu dans un espace vectoriel normé X. Soit F : U — V avec V un
sous-espace vectoriel de X . Alors,

Va,b,ce U, |F(b) —F(a) —dF(c)(b—a)| < 525 |dF(u) —dF(c)| b —al.

Démonstration du Théoréme: Soit ug € B(u,d). On pose fo = F(up). On veut alors résoudre ’équation
en t suivante :

Flug+1t)=f
ie. Flug+t)— F(ug) =f— fo.

Etape 1 Supposons que ug+t € B(u, §) alors en faisant un développement de Taylor a I'ordre 1, ¢ doit vérifier :
f(UO +t) = .F(Uo) +d]:(’LLO +t)(t) JrR(Uo,t) (12)
ie. f— fo=dF(uo+t)(t) + R(ug,t).

ol R est le reste de Papproximation de Taylor. De plus, dF est continue et dF (up) est un isomorphisme
donc dF(up + t) est un isomorphisme, d’aprés la proposition 1.2. On peut donc inverser dF(ug + t)
localement :

t =dF(uo+t)"" (f — fo — R(uo,1)).
On pose alors ¢ : B(u,d) — Y tel que pour tout r € B(u,6), ¢(r) = —dF(ug + 1)~ (—f + fo + R(ug,7)).

Etape 2 Montrons qu'il existe ¢’ €]0, 6[ tel que ¢ est une contraction de la boule B(ug,d’) dans B(ug,d").
Soit G(r) = dF(ug + r)~t, d’aprés les hypothéses du théoréme :

|9~ =G0 < M fjr =]

7
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En appliquant Iidentité A=t — B~1 = A=1(B — A)B~! entre isomorphismes linéaires, on obtient :
|G(r) =G| < Mr =+ - 1G] - |G(")] - (1.3)
On pose C' = ||G(0)|. Par l'inégalité triangulaire,

IG(r) = 1G(r) = G(0) + G(O)| < |G(r) = G(O)| + [GO)| < M [[r =0 - [G(r)[| - |G(O)] + [G(0)]
< CM |r|-[G(r)] + C.

On trouve donc la majoration

C
< ———.
1901 < T—g37Tr
G(r) est bien défini pour |r| < &' < & et |r| < (20M)~. De plus, cette hypothése |r| < (2CM)~1
implique (1 — CM |r|)~* < 2. Grace a la majoration (1.4), on obtient la majoration :

IG(r)] < 2C

(1.4)

Sirr' e B(u0,5’) on a
lo(r) — o(r")| = |-G (r)(—f + fo + R(uo, 7)) + G(r')(—f + fo + R(uo,r"))|
= |=G(r)(=f + fo + R(uo,7) + R(uo, ") — R(uo, ")) + G(r')(—f + fo + R(uo,™))|
= |6(r) (R(uo,r )—R(Uo, ) + (Q(T/) —g( )) (=f + fo+ R( Uo, o)l
< |IG(r)] - H (uo,r R(ug,r H + Hg (r' H : ||f0 + R(ug,r") — fH .
Or d’aprés le lemme 1.1 et I’ hypothese, a partir du développement de Taylor (1.2) on obtient :
”R(uo, r') — R(uo,r)H = H.F(uo + 7" = Flug + 1) + dF(ug + r)(r) — dF (ug + 1) H
< Hf(uo + 7"y = Flug + 1) —dF(ug +r)(r' —r H Hd]-' ug + 1) (r") — dF (ug + r’)(r')”
2
<M ="+ ] =)
De plus, d’apreés la majoration (1.3) et celle ci-dessus (avec r = 0), on obtient une troisiéme majoration :
|6() = GO - [ fo + Rluo,7) = f| < 4C*M [[r —1'| - || fo + R(uo, ") — f|
<4ac2M | ' (Ifo = £+ 2M |]*)
Les majorations précédentes nous donnent finalement

Jotr) — 90} < (200 (I o]+ ) + 402U 1+ 204 ') 1 =]

Comme 7,7’ € B(ug,d’), on peut alors majorer K par 2CM(35’) + 4C%M (|| fo — f| + 2M6"). Prenons

Ifo — f| assez petit, de telle sorte que | fo — f| < (4C2M)~1, alors Ko <L 4C2M || fo — f| < 1. Nous avons
donc K < (6CM +8C?M?§")¢' + Ky. On peut choisir un ¢’ sufﬁsamment petit afin d’avoir K < 1. Alors,
¢ est contractante et :

le(r)l < [o(r) = ¢O) + |¢O)| < K || + Cllfo = fI-

Donc si C' | fo — f]| < (1 — K)d' alors |¢(r)| < ¢
Etape 3 D’aprés le théoréme du point fixe de Banach, ¢ posséde un unique point fixe ¢ dans B(ug, ') qui
est la limite de la suite définie par tg = 0 et ty41 = tx + dF(ug + tx) 1(f — F(uo + tx)). En effet, on a :

the1 = O(ty) = —dF (uo + tr) " (—f + fo + Rlug, ty))
= —dF(uo + tr) " (F(uo + tx) — dF (uo + ti)(tx) — f)
=t} — dF (uo + tp) " (F(uo + tr) — f)
=t + dF(uo + tx) " (f — Fluo + tr)).

On a donc prouvé ici que la suite définie par ug = ug + 5 converge vers ug +t = u*. Le schéma itératif
U1 = up + dF (ug) "1 (f — F(ug)) converge vers u*, la solution cherchée.

8
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Convergence quadratique Montrons enfin la convergence quadratique de la méthode de Newton. On veut
montrer |f — F(ux)| = O(Ezk) avec 0 < € < 1. L’itération de la méthode de Newton peut étre réécrite
comme suit :

dF (ug)(urs1 — ur) + F(ur) = f.
On a

If = Furs1)| = |dF (i) (urs1 — ug) + F(ur) — Fup)]| = [Furp1) — dF (ur) (upr1 — ug) — F(ur)| -

D’aprés le lemme 1.1, on a
2
If = Flurrn)| < M ugr — e

D’autre part,
lursr = ur]l = [dF (ur) " (f = Flur))| < |dF (ue) " | f = Flur)| < D|f = Flun)],

avec D une constante positive telle que pour tout k € N, [dF (u,) ™| < D.
On a alors
2
|f = Flursr)| < MD? || f — Fup)|",

ce qui implique

If = Flup)| < (MD? |f — Fluo)|)* = (MD?|f)** < (MD?)*",

pour un certain ¢ €]0, 1[. Ainsi, ||f — F(ug)| = 0(=?).

3 Les limites de ces méthodes

Revenons au probléme initial, de résolution d’équations de perturbations en dimension infinie, de type

F(u) = f, (1.1)

ot F : X — Y est un opérateur C', f € Y une « petite perturbation » (dans le sens ot |f]y est
assez petit). Sans perte de généralité, écrivons F(0) = 0. Ecrivons 'équation linéarisée associée a notre
probléme initial :

dF(u)v = g. (1.5)

Les méthodes précédentes ont pour point commun I’hypothése que dF soit inversible, donnant donc
une estimation de la solution :
lvlx < Clglly -

Mais, gardant en téte que la plupart des applications considérées sont des opérateurs avec des dé-
rivées partielles, il existe de nombreuses situations dans lesquelles nous n’avons pas cette hypothése
d’inversibilité de I'opérateur.

Si dF n’est pas inversible sur un voisinage de ug, la méthode de Newton ne peut étre appliquée. Le
point crucial de ces méthodes itératives est que les inverses de différentielles sont des applications
linéaires continues de Y dans X. Cependant, pour de nombreux problémes notamment de résolution
d’équations aux dérivées partielles, ce n’est pas le cas.
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Exemple 1
Un exemple (tiré de [GERARD-VARET 2019]) consiste en 'opérateur F suivant :

F(u) = du + Opu + udyu,

ot u = u(t,z) avec t € [0,T],z € R. On considére F comme prenant des fonctions u dans I’ensemble
X = {ue C([0,T] x R),u,_, = 0}, et & valeurs dans Y = C}([0,T] x R), out CF([0,T] x R) est
I'espace des fonctions C* dont les dérivées partielles jusqu’a I'ordre k sont continues et bornées, de
norme :
|z & sup sup [0%u| < +co.
b aeN2 te[0,T]
la|<k zeR

Comme F(u + h) = F(u) + 0th + 0xh + udzh + hoyu + hd,h, la différentielle de F en 0 est une
application linéaire donnée par dF(0)(v) = dv + v, qui définit un opérateur linéaire continu de
X dans Y. C’est une équation de transport ; pour tout g € Y, on constate que :

v(t,z) = J g(s,x — (t —s))ds,

0

est 'unique solution dans Y satisfaisant la condition initiale v|,_, = 0. On note dF (0)~! I'applica-
tion f +— wv. Par le théoréme fondamental de l'intégration, on sait que ’application est deux fois
différentiable en ¢, mais il n’y a pas d’information supplémentaire sur la régularité en z. On ne
peut donc légitimement envoyer dF(0)~! dans X. On a perdu de I'information sur une dérivée (elle
existe possiblement, mais nous ne le savons pas).

Ce phénomeéne de pertes de dérivées fait notamment sens dans une famille d’espaces de Banach imbri-
qués, telle que définie ci-dessous.

Considérons deux suites décroissantes de Banach Xg o --- 2 X, o ...,et Yy o --- DY, D..., de
normes croissantes |||y et ||y, (pour m > 0), comme les espaces de Sobolev *.

On suppose désormais que F est défini de X, sur Y,, pour tous les m > 0. Supposons qu’on dispose
d’une solution v de I'équation 1.5 (ie. v = G(u)g), vérifiant pour un u fixé, une estimation de la forme

lvlx,, < Clgly,,.

et ce pour tout m dans un intervalle fini. On dit alors que la résolution de I’équation se fait avec perte
de s dérivées, c’est-a-dire qu’entre deux itérations de Newton, on perd les informations sur s dérivées.
En effet, en appliquant la méthode de Newton & ce probléme, on obtient :

U € Xm,
k1 = ug + (dF ()7 (f = Flur)) € X,
Y,
EYm

. Les espaces de Sobolev, H™ avec m entier, sont les espaces de fonctions dans L? dont les dérivées partielles (au
sens des distributions) de longueur de multi-indice inférieur & m sont dans L? :

Y Q ouvert de R™, H™(Q) = {f € L*(Q) | Ya tel que |a| < m, D*f € L*()}

En particulier, ce sont des espaces de Hilbert, de norme {f, g)m = Z (D f, D%g)>.

0<|a|<m
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L’itération de Picard et la méthode de Newton Les limites de ces méthodes

car d’un élément de Y;, on ne peut obtenir qu’un élément dont on connait la majoration dans X,,_s
seulement. Cela revient a dire que dF(-) n’est inversible que de Y,,, dans X,,_s, ot on perd donc les
informations sur le caractére inversible, pour s espaces. La perte de régularité est fixe : au bout d’un
certain nombre d’itérations, on a perdu toute information sur la régularité de ug, et on ne peut plus
réitérer.

De plus, cette perte s se double d’une perte s’ due au « coiit » de la résolution de 1.5 en information
sur ug. En effet, dans la méthode de Newton, u; qui aurait une perte supplémentaire est utilisé dans
le calcul de wg,1. Supposons, par exemple, que la solution v vérifie une estimation de la forme

olx,, <€ (lgly,. + by, (1+ulx,,,)) -

et ce pour tout m dans un intervalle fini. Alors cette perte s’ se retrouve a l'itération suivante dans
I'opérateur dF (ug) !, se cumulant avec la perte s.

On se retrouve ainsi avec une double « perte de dérivées » : celle due a l'opérateur dF(-), ainsi que
celle due a la résolution de I’équation linéarisée sur u.*

Cependant, il existe une méthode permettant de compenser ce phénomeéne de perte de dérivées et ainsi
continuer les itérations du schéma pour converger vers la solution. Nous allons expliquer cette méthode
et la démontrer dans les parties suivantes.

*. Il est & noter que cette perte de dérivées dépend des échelles de Banach choisies. On peut donc se retrouver dans
une situation ot un autre choix d’échelles de Banach est plus satisfaisant, voire ne nécessite que 'usage de la méthode
de Newton. [ALINHAC et GERARD 1991]
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2. Le théoréme de Nash-Moser

1 La méthode de Nash-Moser-Hormander

L’idée de NASH est d’introduire des opérateurs de régularisation qui permettent de compenser, a chaque
itération de la méthode, la perte de dérivées prévue.

Moyennant des estimations douces sur la perte de dérivées, le théoréme prouvé par NASH puis amélioré
par MOSER et HORMANDER consiste en une modification de l'itération de Newton ou on introduit a
chaque étape un opérateur de régularisation qui compense cette double perte de dérivées.

On introduit des opérateurs de régularisation Sy () : Xg — Xoo = [\ X, avec hm Sx(0) = Idx,

m=0
et Sy (0): Yo — Yoo & () Y, avec Jim Sy (6) = Idy-
m=0
L’itération de Nash-Moser se définit alors comme suit :
(ki1 = up + (dF(Sx (Ok)ur) "1 Sy (0k) (F — F(up))] (1)

avec ug = 0 et (0)r>1 une suite qui tend vers l'infini. Comme Sx (0;) — Idx et Sy (0;) — Idy lorsque
k tend vers l'infini, cette méthode tend vers celle de Newton, dans un certain sens. On peut donc
s’attendre a ce que cette méthode converge vers une solution, zéro de la fonction voulue, si la méthode
réussit & compenser la perte de dérivées. C’est justement la convergence quadratique de la méthode de
Newton qui permet de compenser la perte de dérivées, et permet & cette méthode de converger vers la
solution souhaitée.

2 Enoncé du théoreme

Soient (X;;)m=0 €t (Yin)m=o0 deux suites d’espaces de Banach décroissantes au sens de l'inclusion et de
normes croissantes. On note Xo = | X, et Yoo = () Yo

m=0 m=0
On définit des « opérateurs de régularisation » sur les familles d’espaces de Banach.

Définition 2.1 (opérateurs de régularisation)

La suite d’espaces de Banach (X,,)m>0 satisfait une hypothése régularisante s’il existe une famille
d’opérateurs de régularisation {Sp}g=1, ot Sp est défini de Xy dans X, vérifiant les inégalités :

ISoul, < COP Jul . Vo830, (2.1)
ISou — ul, < COP Jul . 0<p<a, (22)
Hsgu < COP ul . Vo830, (23)

ol on a noté (8 — )4 2 max (0, 3 — «). Les constantes C' sont uniformes par rapport a a et
dans un intervalle.
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Le théoréme de Nash-Moser Enoncé du théoréme

Dans la suite décroissante d’espaces de Banach (Y, )m>0, on introduit similairement I'opérateur Sy () :
Yy — Y. On notera également Sy (0) = Sy.

Le théoréme de Nash-Moser requiert les deux hypothéses suivantes sur les familles d’espaces de Banach
et sur F.
Hypothése 1

Soit U un voisinage ouvert borné de 0 dans Xy. On suppose que pour tout u € U n X, pour tout
m = 0, la fonction F : X,,, — Y}, est deux fois différentiable. De plus, la différentielle seconde
satisfait une « estimation douce » sur sa norme :

|2 F(u)(v1,02) [y, <C (Hvl Ixie 02l + Totllxg lo2lx,,,y + ol x, T2l x, (1 + Julx,, )) ;
(2.4)
pour tout m = 0, et pour tout v1,v9 € Xo. La constante C' est bornée, pour m borné.

Hypothése 2

Soit U un voisinage de 0 dans X, ouvert borné. On suppose que pour tout u € U n X il existe
une application linéaire W(u) : Yo, — Xy tel que dF(u)W(u) = Id, et que cet inverse local de la
différentielle satisfait une « estimation douce sur sa norme » :

¥ (w)glx,, < Cgly, ., +l9ly, luly,,,); (2.5)

pour tout m > 0. La constante C est bornée, pour m borné.

On peut finalement énoncer le théoréme de Nash-Moser :

Théoréme (Nash-Moser)

Soient (X, )m=0 €t (Yin)m=0 deux suites d’espaces de Banach décroissantes satisfaisant I’hypotheése
de régularisation, et supposons vraies les deux hypothéses 1 et 2. Pour tout m' > 2 :

1. il existe € €]0, 1] tel que pour f € Y, /1o avec || flly ry SE I'équation F(u) = f admet une
solution u € X,,/. Plus précisément, il existe (uy)n=0 S Xoo tel que :

b tner = un + (AF(Sp,un)) "' Sp, (f = Flun)), avec ug = 0 et 6 —— +o0,
— 400

ii. lim u, = u dans X,y et lim F(u,) = f dans Y41 ;
n—0o0 n—00

2. de plus, 8’il existe 3m” > m/ tel que f € Y, 9, alors la solution construite u appartient
a X,

La seconde assertion prouve le maintien de la régularité de la solution trouvée par la méthode de
Nash-Moser.
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3. Preuve du théoréme de Nash-Moser

1 Heuristique de la démonstration

On rappelle la construction de la suite définissant la méthode itérative de Nash-Moser :

{0 L (3.1)
g1 = ug + (dF (Sp,ur)) ™ So, (f — F(ur)),
ot (A)y est une suite qui tend vers l'infini.

Nous souhaitons donc montrer que la suite (ug), converge vers u, une solution du probléme initial, de
telle sorte a obtenir la régularité voulue. Pour cela, nous montrerons que la suite (uy)x ainsi définie est
de Cauchy dans un espace de Banach, donc elle convergera, puis nous montrerons que sa limite est la
solution voulue.

Le coeur de la démonstration du schéma itératif est, a I'instar de la décomposition dyadique, une certaine
décomposition de f, et de u en somme téléscopique de telle sorte & avoir une majoration suffisante sur
les normes des différences entre deux termes consécutifs le décomposant. Pour cela, supposons que la
suite (ug)p satisfait une certaine hypothése sur le pas de la suite, jusqu’au rang n, qui sera donnée
plus tard.

On pose F(ug) = F(0) = 0. Notons également f <= Sp, (f — F(ug)). On a alors

fr = dF(Sp, ur) (g1 — ug)- (3.2)
On définit I'erreur quadratique e, issue de la méthode de Newton, et I'erreur de substitution e} comme
suit :

.F(uk+1> — f(uk) = df(uk)(uk+1 - uk) + 6; = df(Sgkuk)(uk+1 — uk) + 62 + 6% = fr+ 62, + eg.

n—1
def , def
On note lerreur totale e, = ej,g + eg, et erreur cumulée E,, = Z ey
k=0

En sommant de 0 & n, on obtient :

n n n n

D Fluksr — Flug)) = Y fo+ Do (eh+el) = D fr+ Bn + en. (3.3)

k=0 k=0 k=0 k=0
Par somme téléscopique, on trouve :

n
f(unH) = Z fk + FE, + e,
k=0

De plus,

n—1
fo = So.f = S0, F(un) = So, f = > fr = So, En-
k=0
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Preuve du théoréme de Nash-Moser La récurrence

On obtient donc la construction de f,, par la méthode :
> fo+ So,Bn = Sp, f. (3.4)
k=0

En remplacant f,, dans (3.3), on trouve :
F(unt1) = So, [ — S0, En + En + €.
Finalement, on obtient :
F(up+1) — f = (Sp, —1d)f + (Id — Sy, ) Ep, + €. (3.5)

Sp,, tend vers Id lorsque n tend vers 'infini. Nous allons démontrer dans la preuve que e, — 0,
n—-+ao0

pour avoir : F(up4+1) — f.
n— -+

2 La récurrence

2.1 Préalables

Posons (6,,),, la suite croissante définie par 6,, = 1/605 + n et 6y > 1.

Lemme 3.0

Pour tout n € N, on pose A, =t On+1 — 0. La suite (Ay,), est décroissante et converge vers 0. De

plus,

1 1
VHEN,ggAnz\/eg‘Fl—gngi

Démonstration: Rappelons premiérement que pour tout z,y positifs, \/z + \/y < V2T F .

An+1—An:(9n+2—9n+1)—(9n+1—9n):4/9(2)+n+2—2\/98+n+1+\/9(2)+n

<\@\/(98+n+2)+(9§+n)—2\/98+n+1=2\/9§+n+1—2\/03+n+1=0.

Ainsi, la suite (A,), est décroissante. Montrons maintenant que 1irJIrl A, =0.
n—+00

1
VnelN,A, =0,.1—0 =\/02+n+1—\/02+n= 0.
" e 0 0 VOB +n+1+4/02 +n noto

La suite (A,), converge vers 0. Montrons 1’égalité :

2
VnelN,An=0nH9n=1/9§+n+10n=\/<4/93+n> +1—0,=+/02+1—0,.

Montrons maintenant la premiére suite d’inégalité. On a d’une part trivialement,

VnelN, Ay - ——— <

V02 +1+6, 20,
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La récurrence Preuve du théoréme de Nash-Moser

Et d’autre part, /02 + 1+ 6,, < +/02 + 302 + 0,, = 30,, car (6,,), est une suite croissante et 6y > 1. Ainsi,
1 1

= > __
\O2+146, 30,

Comme la suite (6,,),, est croissante, on a 6,1 < 6,,. Montrons 0,, < 20,1 :

VnelN, A,

V30, 1 — 8 :2(98+(n—1))—(03+n)7 02 +n—2

\/ienfl + 977, - \/§9n71 + 971
Montrons enfin A,,_1 < 3A,, :
— 2 _ _ (p2 2 _
an 20n—1 29n—10n 20n—19n(29n—1 + on) 20n—10n (20n—1 + en)

2.2 Introduction de la récurrence
Toute la démonstration du théoréme de Nash-Moser repose sur un raisonnement par récurrence.
Pour simplifier les notations, posons duy, <= uk+1 — uy, pour tout k € N.

Soient o = 1, p €]0,1[ et & > . On pose alors notre hypothése de récurrence :
Vke[0,n—1],Yme [0,a], [du|y < pbp " Ay (Hy_1)

Ce choix d’hypothese est justifié puisque elle nous permettra de montrer que la série Y, ||0ukl|

m

converge pour enfin voir que la suite (ug)g est convergente. Nous allons montrer qu’avec un choix
satisfaisant de 6y, p et &, et pour un f assez petit, (H,—1) implique (H,).

On suppose (H,_1) vrai. Nous allons maintenant énoncer et démontrer plusieurs lemmes qui nous
permettront de montrer (H,).

Lemme 3.1

Si 6y est assez grand et choisi indépendamment de «, alors ¥V k € [0,n] et Vm € [0,&] on a :

luklx, < p8" """ pourm # a, (3.6)

<
Juklx, <

p
plog Oy.

Démonstration: Soient k € [0,n], m € [0, &]. Par inégalité triangulaire, on obtient une premiére majoration :
k—1

= Z (Su]' + uop
j=0 X

On applique ’hypothése de récurrence (H,_1) :

Z Uj+1 *Uj + up

luklx,, =

k—1 k—1
< D7 8wl +luolx, = D 19wl
j=0 §=0

Xm

Jurlx,, < Z PO O TA,

Ainsi par le lemme 3.0, on a A; < , puis par comparaison séries intégrales on obtient :

20;

e
Juelx,, <% Z

l\D\b

— — P k m—a
2 62 +4)" 1<§J (02 + ) = ‘da.
j=0 0
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Preuve du théoréme de Nash-Moser

La récurrence

» Sim # «, alors m-a 4 # —1. Ainsi, aprés calcul de U'intégrale :

P ( 2 - m—oc) P m—a m—a
U < 0 k —0 = 0 —0 .
lul x m (05 + k)2 0 m ( 0 %)

o Sim <aalors, |ugly, < 2500 " <p= pgl(ﬂm*ah ,

a—m

. _ m—o
o sim>aalors, |ug|y <00 < p9,(C )+

» Sim = «, alors

— 1 = —1. Ainsi, aprés calcul de l'intégrale :

Jurlx, < g(log(ao + k) —log ) < plog .

Lemme 3.2

|1So, ukl x,, C',o@,(!nfO[)Jr pour m # a,

<
IS0, ukl . < Cplog by
Pour tout k € [0, n], et pour tout m € [0,&], on a de plus :

I(I — SpJurly, < Cobp=.

Si 0y est assez grand et choisi indépendamment de «, alors V &k € [0,n] et Vm e [0,& + 1] on a :

(3.8)
3

(3.10)

Démonstration: Soient k € [0,n] et m € [0,&]. On utilise I'inégalité 2.1 des opérateurs régularisants (avec

a—>metf—m):
IS uklx,, <Cluly,, -

> Sim # a par le lemme 3.1, on a: Syl x,, < Cp" "
» Sim = «, par le lemme 3.1, on a : HSgk_ukHXa < Cplog 0y

Sim = a+ 1, 'inégalité 2.1 donne (avec « > aet § > a+1) :

IS0, ukllx,,, < COSTT Junly, < COLPOLT M+ < Cpo ™),

La derniére inégalité suit de méme. Soient k € [0,n] et m € [0,&]. On utilise I'inégalité 2.2 (avec & — v + 1 et

8 — m) et le lemme 3.1 :

< Cg;n—a—lpol(caJrl*a)Jr _ Cpazn—a'

|So,ur — urllx, < OO uglx

a+l

Les lemmes 3.0, 3.1 et 3.2 sont utiles dans toute la suite de la récurrence, ils permettent de prouver la

majorité des lemmes ci-dessous.

2.3 Estimations des erreurs

Estimation des erreurs quadratiques

On rappelle que I'on note €} Perreur dite quadratique issue de la méthode de Newton a l'itération k :

def

e, = F(ugs1) — Fug) — dF (ug)dug.

On se propose de trouver une estimation pour I'erreur quadratique.

(3.11)
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La récurrence Preuve du théoréme de Nash-Moser

Lemme 3.3

Soit = 1. Il existe p > 0 suffisamment petit et 0y > 1 suffisamment grand, tous deux choisis
indépendamment de a, tels que Yk € [0,n — 1] et Vm e [0,& — 1], on a :

lely, < CpPO7 2 2A,,. (3.12)

Démonstration: Soient k € [0,n — 1] et m € [0,& — 1]. D’aprés la formule de Taylor avec reste intégral de
Laplace sur les espaces de Banach, on écrit F(ugt1) de la maniére suivante :

1

—F(uk+1) = ]:(Uk + (5’U,k) = I(U}c) + d]—'(uk)(éuk) + J;) (1 — T)dQ}—(’LL}C + T(Suk)(éuk, 5uk)d7'.

L’erreur quadratique définie dans 3.11 peut alors étre écrite comme cette derniére intégrale :

1
ey, = j (1 — 7)d* F (up + Tup,)(dug, Suy,)dr. (*)
0

Par I'inégalité triangulaire et I’homogénéité des normes, nous remarquons que :

sup up, + mouk] x, < sup (Jurlx, + 7 |0unlx,) < lurlx, + [0uk] x, -
T€[0,1] T€[0,1]

D’aprés le lemme 3.1, [lug |y, < ,06,(6_0‘%r = p. Nous avons par (Hy,—1), [0uk| x, < p0;, * ' Ay. Enfin par le lemme
3.0, nous avons 6, * 'Aj < 1, ce qui donne la majoration |6u|x, < p. Nous obtenons alors la majoration,

sup [ug + T0ukl x, < 2p. Ainsi, pour p suffisamment petit, I’hypothese 1 appliquée & uy + 7duy, donne :
T€[0,1]

@2 F (s, + row) Gun, bur)y, < C (2l6unlx, ., 1urlx, + Ioule, (1+ lur + 7ourlx, .., ))
<O (200urlx,,.., I6urlc, + I0url%, (1+lurly, ., +loulx,,,))- (3.13)
D’apreés 'hypothese (H,,—1),
|2 (ug + Tour) (dur, duy) |, < C (2/)29?“_2@‘%% + 20,2 TAR (1 +uklx,,, + p%"“_a_lﬂk)) ~
Apres simplification et factorisation par p2921_20‘_2Ak, nous obtenons :

|2 (ug + T0uy) (Gur, dur) |, < Cp07=20721, (QOkAk + O A (1 + uilx,,, + pe,:HAk)) :

Enfin, par le lemme 3.0 nous avons Ay < %9,;1, d’ott

@2 F (e + 7w Guns oui)y, < CoP 2020 (14077 (1t funly,, o+ 877 ) ).

) H Yo

Or, par le lemme 3.1,

,09,(€m+1_a)+

lurlx,,,, < ou fukly, ,, < plogb.

. m+1 (m+1-a)y m+1 m+1 1y~
Dans les deux cas on peut majorer |ux|y . par pfi""" car 6 <O et logf, < 6.7, Do,

|2 F (uy, + m0uy) (Suy, dug)|,, < Cp*0 220, (140,71 (14 p8 ™+t + po 1))

y.,
On développe puis on majore 9,;7"*1 et 9,;0‘*2 par 1. On a ainsi

Hd2.7:(u;c + Toug) (Oug, duy < C’p292n72°‘*2Ak (1 + 9,;’”71 +p+ p9;a72) < C’pQHL”*QO‘*ZAk (2+2p).

My,
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Preuve du théoréme de Nash-Moser La récurrence

Ainsi, pour p < 1 et en posant ¢/ = 4C, on a :

|d? F (wr, + 70w ) (Su, Suy, < C'pP0 202

.,

L’égalité (x) nous donne alors :

1 1
v, = J (1 — 7)d>F (up + Toup)(dug, dug)dr < J [1— 7| Hd2‘7:(uk + Toug) (dug, dug) v, a7
0 0

ek
Y’"L

1
< f | @2 (g, + 76up) (Sun, Sug) |y, dr < |d2F (s, + 70us) (Sup, Su)|y, < C'p207 2272 A,
0 m '
On abien Vk e [0,n —1] et Vm e [0,a — 1], e}/, < Cp20m 202

Estimation des erreurs de substitution

On rappelle que I'on note €} lerreur de substitution a l'itération & :

e = dF (up)up, — dF (Se, ur)Sug. (3.14)

On se propose de trouver une estimation pour l'erreur de substitution.

Lemme 3.4

Soit a = 1. Il existe alors p > 0 suffisamment petit, et 6y > 1 suffisamment grand, tous deux choisis
indépendamment de «, tels que V k€ [0,n — 1] et Vm e [0,& — 1], on a :

letly, < Cp*o7 A, (3.15)

"
ily,,

Démonstration: L’erreur de substitution définie dans 3.14 peut étre écrite de la maniére suivante :
1
ey = J d*F(Se, ur + 7(I — Sp, )ur)(dug, (I — Sp, )ug)dr.
0

On cherche a majorer ||Sp, uy + 7(I — Sg, )uk| y, pour appliquer de nouveau I'hypothése 1. D’aprés le lemme 3.2,
ISausl, < Cp et (T = So,)usly, < Col® < Cp.

Ainsi, sup S, ur +7(I — Sek)uk>“X0 < 2Cp. Comme C' est une constante qui ne dépend que de la norme
T€[0,1]

choisie, on a bien une majoration de |Sp, ur + 7(I — S, Juk/ x, qui nous permet d’appliquer I’hypothese 1 pour

p suffisamment petit.

Notons § = |d?F (Se, ur + 7(I — Sg, Jur)(dug, (I — Sg, )ur)|, . On obtient alors :
B < C(I0ulx,,,, 10 = So,Julx, + 9wl x, I(Z = So)uelx.,..,
4 16uel g, 10T = So e, (1+ o, + (0 = S Juel., ., ))- (3.16)

On applique les majorations vues dans le lemme 3.2 et ’hypothése de récurrence (H,_1) :

B<CP (0 A COLY + 0,2 A, COPTI™ 4 0,7 A, COL (1 + | Sppur| . . + Cpo™=%).

m+1

Cpp™ = i % a .
P2k > Dans les deux cas, on peut majorer par C’p@?“.

Par le lemme 3.2, ||.Sy, u <
” 0 k”Xm+1 {C’plog@k sim = a.
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Cette inégalité se factorise alors en :

Cp* (COP 2 Ag + COF > Ag + CO* T A (1 + Cpoi ™ + Cpo 1))
Cp0 > AR(2C + 6, + Cp+ Cpt ™).

Le terme entre parenthéses est majoré par une constante C’. On retrouve § < C”pQHZ%QO‘Ak. Alors,

1
lerly., <J |2 F (So, ur +7(I = S, Yur) (Suk, (I — So, Jur)|y, @ J C"p2 020 Aydr = C" p20n A, .
0
Les lemmes 3.3 et 3.4 nous servent a avoir une approximation de |eg|y. .
Estimation de ’erreur totale
Par l'inégalité triangulaire, on obtient directement la majoration de l'erreur e = e}, + e}, a chaque
étape de l'itération.
Lemme 3.5
Soit o = 1. Il existe alors p > 0 suffisamment petit, et 6y > 1 suffisamment grand, tous deux choisis
indépendamment de a, tels que Yk € [0,n — 1] et Vm e [0,& — 1], on a :
lely,, < CpPO7 Ay (3.17)
Démonstration: Soit k € [0,n — 1] et m € [0, & — 1]. Nous avons par définition e, = e + €}, par I'inégalité
triangulaire et les lemmes 3.3 et 3.4 nous avons alors :
lexlly, <lekly, +lekly, <Cp*O7 2720k + Cp20" 72 Ay, < 200%07 Ay,
car 0 > 1. Puis en posant C’= 2C, nous avons : [ex[y. < C'p2 072 Ay |

Estimation de 1’erreur accumulée

Le lemme précédent donne alors une estimation de l'erreur e; & chaque étape. Donnons maintenant
une estimation de l'erreur accumulée F, au bout de n étapes. Notre but étant d’avoir une majoration
maximale de l'erreur accumulée, on étudie une estimation de E, avec la plus grande norme pour
laquelle nous avons les estimations précédentes, c’est-a-dire celle de 'espace Yz_1. De plus, le lemme
suivant donnera une condition sur & que nous garderons jusqu’a la fin de la preuve.

Lemme 3.6

Soit a = 1. Il existe alors p > 0 suffisamment petit, et 6y > 1 suffisamment grand, tous deux choisis

indépendamment de «, tels que :
|Bully, < Cp2on2+1, (3.18)

avec p =« — 1.

Démonstration: On a par définition F,, = Zz;é ek, ce qui nous donne par 'inégalité triangulaire :

2 leely, -

Z

1Enly, =
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Puis par le lemme 3.5,

n—1 n—1 n—1
|Eally, < X, CPPOL > Ap < Cp* 3 077> (Ora — ) < Cp® Y 07 >0 — 07T
k=0 k=0 k=0
Nous posons la condition p — 2« > 0 pour avoir 02—2@ < Gzﬁa (afin d’obtenir une somme téléscopique), puis

n—1

2 p—2a+1 p—2a+1 2 —2a+1 p—2a+1 2 pgp—2a+1
|Enly, < Cp® Y 603" —or < Cp*(0} — 00T < cptop T

k=0

—2a+1
car Oh 2+ > 0.

Remarque 2

Nous choisissons le plus petit p permettant de majorer E,, par une somme téléscopique. La condition
p — 2a = 0 nous permet de choisir p = 2, puis & = 2« + 1 dans 'hypothése (H,,—1).

A partir de maintenant et jusqu’a la fin de la preuve, nous posons & = 2« + 1.

2.4 Estimation de f,

Dans le schéma itératif décrit précédemment, on avait défini f,, de telle sorte & satisfaire ’équation 3.4,
que l'on rappelle ici :

> fo+ So, By = Sp, f. (3.4)
k=0

A partir de l'estimation de FE, précédemment obtenue, on peut déterminer une majoration pour
litéré f,.

Lemme 3.7

Soit o = 1. Si p > 0 est suffisamment petit et 6y > 1 suffisamment grand, choisis indépendamment
de «, on a pour tout entier m € [0,2a + 2] :

faly, < OB (0272 I, ,, + 20272 (3.19)

Démonstration: L’équation 3.4 ci-dessus donne :

n—1
fo=—=2 I =S50, En+ S0,
k=0

n—1
On réapplique 'équation 3.4 & > f :
k=0
fn=—(S0,_.f = S0, En-1) —So,Epn+ So, [

Puis par linéarité de Sp,,_, et Sg, et comme E,, = E,,_1 + e,, on a alors :

f” = (Sen - S9n—1)f - (S9n, - Sen71)En—1 - Sanen—L

A partir de I'inégalité 2.3 (avec @ — a + 1 et 8 — m), on trouve une estimation pour tout m € [0,2a + 2] :

< S d
S llp n
db

0€[0n—1,0n]

|(So, — So,_.) f Sof

An—l < sup 9m70&720 HfHYaJrl An—l-
Yo 0€[0n_1,0n]

0
nod

— do
Lnl desef y

Y

(3.20)
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De plus comme 6,,_; < 6,, < /20,,_1 et A,_1 < 3A,, d’aprés le lemme 3.0, on a :

[(So. = So._)f|ly, <3V2CA.07 72| f]y,

a+1

De méme, a partir de l'inégalité 2.3 (avec & — p et § — m) et de lestimation de E,, du lemme 3.6 :

d
—SoE,_1f

40 An—l

Yo

< sup

0€[6n—1,0,]

O g
H(Sen - Sen_l)En—1HYm = ‘Lnl @SgEn_ldo

<V2007 P ALy | By, < V200, 100702000 < 3VRCRA, 002 R,
A partir de I'inégalité 2.1 (avec o — m et  — m), et du lemme 3.5, on obtient directement pour tout m :
IS0, en—tly. < CO"™™ |en_1lly. < CC'p* 072 *Ap_1 < 3V2CC A0 2%,
En combinant les trois majorations précédentes, on obtient :

|

Yo S ”(Sen - S*gn—l)f”Ym + H(Sgn - S9n—1)E"—1HYm + [0, en—1 Yo

<3VACA, (0772 | fly,.,, + CoPO 2 + Cp202) = 3V2CA, (67272 fly, ,, +20p%02").
Puis en posant C” = 64/2(C + CC"),

| fully,, < C"Ax (9%"_“_2 Iflly,,, + ,029;”‘2"‘) :

2.5 Preuve de I'hérédité

On prouve finalement le fait que 'hypothése de récurrence (H,,_1), supposée vraie au rang n — 1, est
vérifiée au rang n. Rappelons I’hypothése de récurrence, avec la valeur définie pour & :

Vke[0,n—1],Yme [0,2a + 1], [dug| i, < pbjr = Ay (Hp_1)

On cherche donc a déterminer une majoration de du, = unp4+1 — Un, qui pour rappel est défini comme
solution de I’équation 3.2 : dF(Sy, un)0un = fn.

Lemme 3.8

Soit & = 3. Si p > 0 est suffisamment petit, et 8y > 1 est suffisamment grand, choisis indépendam-

REII

ment de «, et s est suffisamment petit, alors pour tout entier m € [0, 2 + 1],

H5un||Xm < 092”_0‘_1%- (3.21)

Démonstration: D’apreés l'inégalité 3.8, Sy, u,, satisfait |Sg,un |y, < Cp donc Sp,u, est dans un voisinage
ouvert borné de 0 dans Xy. Pour un p suffisamment petit, on peut donc appliquer 'hypothése 2 : il existe
U(Sp, un) tel que du,, = ¥(Sp, uy)fr avec dF(Sp, un)¥(Sp, un) = Id et I’égalité 3.2 nous donne :

I6unlx, <€ (Ifally,.,, + Ifally, 10,0nlx....,) -

D’aprés le lemme 3.7 et 'inégalité 3.8 on obtient :

[6un]

+p29;n—2a+1> +CA, (9;&—2 £y, +p29;20¢> pHlmHI=e)s - (309)

Ya+1

x, < CA, (67770
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Factorisons par 07*~“~! pour obtenir une bonne majoration. Il faut pour cela que les inégalités suivantes soient
vérifiées. Notons que si m + 1 — a < 0, on obtient des inégalités triviales. Pour m + 1 — a > 0, « doit vérifier
les trois inégalités :

m—-2a+l<m-a—-1|-a-24+4m+1—-a)y <m-a—-1| 2a+(m+1—a)y <m-—-a-—1
—a < =2 —a—2+m+l-—a<m—-a-1 —2a+m+l—-a<m-a-1
a>2 az=0 a>1

Ainsi, a doit satisfaire les trois hypothéses ci-dessus, c¢’est-a-dire étre strictement supérieur a 2. Prenons a > 3,
on obtient :

J6unlx,, <€ (I£ly,

a+1

+02+ (I fly,,, +0°)- p) oA,

puis pour p < 1,

o 1y Yy
I6unlx,, <2C (Ifly,., +0*) 6 1An=2o,o<p++p oA,

1£ly, .,

I£1 . .
Pour (Z“ + p) < %, c’est-a-dire pour p et suffisamment petit, on a finalement :

I6ual ., < PO 'A,

On a donc prouvé :

Vke[0,n],Vme[0,2a + 1], [durllx, < pezl*a*lAk. (H,)

Point crucial de la méthode

Les trois inégalités ci-dessus montrent la convergence de la méthode : les erreurs dues aux pertes de
dérivées se compensent par le caractére quadratique de la méthode de Newton. La nature quadratique
des erreurs est caractérisée par le —2a dans 'estimation de 'erreur totale trouvée dans le lemme 3.5 :

lexlly, < Cp*07 A (3.17)

D’un autre coté, les estimations douces donnent (dans 3.20) cette majoration par m — «, linéaire.
Ainsi, pour un « suffisant grand (ici, supérieur ou égal & 3), on obtient la majoration souhaitée qui
nous permet de conclure la récurrence.

2.6 Initialisation de la récurrence

Le lemme 3.8 montre que (H,_1) implique (H,) avec a = 3, & = 2a + 1, p > 0 suffisamment petit et
6y > 1 suffisamment grand. Nous utilisons donc ces conditions pour prouver l'initialisation (Hp).

L’hypothése de récurrence au rang 0 se formule :
Vme [[07 200 + 1]]7 ||5u0HXm < pe(T]n_a_lAO- (HO)

Lemme 3.9

I£1 . . .
Pour % assez petit, la propriété (Hp) est vraie.
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Démonstration: D’aprés I'égalité 3.2 on a dF(0)dug = Sy, f. D’aprés Phypothése 2, on a pour p suffisamment

petit [duo|y < C[Se,fly,, ,, - D'apreés la majoration 2.1, on a :

oy b0 Wl

(m—a) _ m—a—1 (m—a)+—(
[0uollx,, < CO " [ flly,,, = pbs Do - Cly Ay p

1fly,.,,

Pour

. 171 e o
suffisamment petit, on a % < (C’H((Jm @)+~ (m a))_l%’ donc [dug|x < pfy'™* LA.

3 Conclusion de la preuve

On prend des valeurs de o et & permettant a la preuve par récurrence de fonctionner : o > 3 en
accord avec le lemme 3.8, et @ = 20 + 1 en accord avec le lemme 3.6. Par ce qui précéde, pour p > 0,
Iflly,,.,/p pris tous deux suffisamment petit et 6y suffisamment grand, l'inégalité (H,_1) est vraie pour
tout ne N :

VkeN,Vme[0,a],|dukly, <pb * A

On obtient alors d’aprés le lemme 3.0 :

9m—a—l e
S lunll, < D o0 Ay < N p e = N p (0 )

n=0 n=0 n=0 n n=0

La série converge si et seulement si m < «. Prenons donc le plus grand m’ vérifiant cette condition,
c’est-a-dire m’ = a — 1. Alors loun|x , < +oo. Il en suit [dun|yx i 0, c’est-a-dire
[tnt1 — un Xow TR 0. Comme la série converge, la suite (uy), est donc de Cauchy dans X,,,. Or
X, est un espace de Banach, donc complet ; ainsi (uy, ), converge dans X,/ vers u € X, .

Montrons que u est la solution du probléme initial.

Dans le schéma itératif, on avait :
Funt1) — f = (Sp, —1d)f + (Id — Sy, ) By, + en. (3.5)

Alors par la majoration 2.2 des opérateurs régularisants, et les majorations sur les erreurs obtenues
dans les lemmes 3.5 et 3.6,

|F (uns1) — fHYa 1S, f — fHYa + | En — SGnEnHYa + HenHYa

<
< CO | flly,,, +COLT | Enly, + Co*0,% A

f
< Cpb,t (‘ ‘Za“ + p0 2 ph TN,
<3Cph, ',  cara=3.

On remarque que 6, — 0 donc, le terme de droite tend vers 0. On obtient alors par continuité
n——+aoo0
de F que :
F(u) = lim F(upt1) = f.

n—0o0

Ainsi, u est une solution du probléme initial 1.1, et I'assertion 1 du théoréme de Nash-Moser est vérifiée.
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4 Reégularité supplémentaire de la solution

On cherche finalement & prouver ’assertion 2 du théoréme de Nash-Moser.

Supposons que la fonction f admet une régularité plus grande, a savoir f € Y,,»,9 pour m” > m’. Posons

alors o = m”+1, et similairement & = 2a’+1. Nous avons déja prouvé qu’avec des paramétres bien fixés

If1y,
TQH 0y, la récurrence fonctionne pour tout n > 0; on peut donc utiliser les estimations obtenues
dans les lemmes précédents, pour tout n. Pour obtenir une condition de régularité supplémentaire, on

revient sur la preuve du lemme 3.8. Dans sa démonstration, on utilisait la majoration suivante :

ISunlly,, < O (677 fly,,, + P00 20) 4 A (07772l + 070,2%) om0
(3.22)
Comme constaté dans les inégalités qui suivaient, les puissances des termes 6,, qui ne dépendaient pas
de f étaient strictement inférieures & m — o — 1. D’un autre co6té, les puissances des autres termes 6,
dépendant de f, venaient de la majoration 3.20 du lemme 3.7 :

d

desaf

< sup An1 < OO A0 1| [y, -

96[9n 17 ]

(S0 = o) fly, = U & oo
Ym
(3.20)

Maintenant que f est plus régulier, on peut obtenir une meilleure majoration que I’équation 3.20, en
utilisant I’équation 2.3 (avec « > a+2et § — m) :

d

des“’f

< sup
e [en 1, ]

|(Se, = S0, ) fly, = lf <550 do Ap 1 <COPP 3N 1| £y, -

m

Ym
En poursuivant la preuve, on obtient donc une majoration de || f,[ly, ~différente, pour tout entier
me[0,6+1] :

[fally,, < CAw (0577 | flly, 1o + 0700 >%) . (3.23)

On obtient alors la majoration suivante :

IBunllx,, < CBn (072 Fly, oo + AP0 21) + OO (6,22l +70,2) poe D%,

Pour o > 3, d’aprés le lemme 3.8 le tout se factorise par 6™ “=2
2\pm—a—2 Hf”Ya+2 m—a—2 m—a—2
H‘SunHXm (HfHY p°)0y Ay < CP(T + )0y A, < CO; Ap.

171, 5

ou la derniére étape se justifie car on aurait pris suffisamment petit et p €]0, 1[.

On refait alors la preuve du schéma de récurrence précédent, en utilisant & la place de I’hypothése de
récurrence (H,), cette meilleure estimation :

Vn=0,¥Ymel[0,a],|0un]y <COF A, (3.24)
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Estimations des erreurs

Les deux erreurs e}, et e}, se réécrivent avec cette nouvelle majoration, car |duy| x,, €tait présent dans
chacun des termes de l'inégalité 3.13 du lemme 3.3, et 3.16 du lemme 3.4. En poursuivant la preuve
avec cette meilleure estimation, on obtient :

€ < Cpd" " Ay,
/ v Z’L 2a—4
leklly,, < oo =2 Ay,

lexlly,, < Cpb 227 A

Cela nous donne ek, , < Cpfi"~2* Ay, pour m € [0,& — 1]. On a donc I'estimation sur une norme
supplémentaire (celle de Yy), ce qui nous permet de calculer HEnHYp+1 (car p = & — 1) similairement
au lemme 3.6, avec également cette meilleure estimation 3.24 :

1 Enlly,,, < Cppp—2at!

Estimation de f,

On poursuit avec la preuve du lemme 3.7, en utilisant cette information supplémentaire et la régularité
additionnelle, pour obtenir une estimation de | fuly, .,

A partir de 'équation 2.3 (avec a — o + 2 et 3 — m + 1), on trouve une estimation :
—a—2
(o, — So._) 1|y, ., < 3080772 fl.,
A partir de I'équation 2.3 (avec o — p + 1 et B — m + 1) et de la majoration précédente, on trouve :
-2
|(Se,, — Sen_l)EnqHym+1 < CAppl =2
A partir de I’équation 2.1 (avec o — m + 1 et 8 — m + 1) et de I'estimation sur lexlly,, ., on trouve :
HseneTL*IHYmH < CAanZL—Qa
En combinant les trois précédentes majorations, on obtient, pour tout m € [0,& + 1] :

[Fallyy oy < CBRET* 2 [ fly,,, + 007 2).

Estimation de du,

De la méme maniére, on reproduit de nouveau la preuve du lemme 3.8, avec cette information supplé-
mentaire. p a déja été fixé afin de satisfaire ’hypothése 2, on peut donc 'utiliser :

I6unlx,,., < C (Ifaly, .o + Ifaly, 156, unl,,.,) -

En utilisant 'estimation sur f,, et le fait que les normes sont croissantes, on obtient

[unll o < O (877 Wl + 8R2002) 4 O (627 Uy, + 70,7 820

Pour o > 3, on peut factoriser par 7'~>~! et comme p < 1, on obtient :

[6unlx, ., < CUfly,., + P00 An.
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On a donc prouvé :
Vn=0VYmel[0,a+1], |ounly < pt) A,

soit un gain d’une information supplémentaire (celle sur Yz,1. On se sert ensuite de cette meilleure
estimation a la place de 3.24. En réitérant ce procédé m” — m/ fois, on prouve ainsi :

¥n=0,Ymel[0,d], |dunly, < COMTTIA,.

Conclusion

On conclut, comme dans la partie 3, que la suite (uy,), est de Cauchy dans X,,~», donc converge vers
u € X,. On a déja montré précédemment que ce u est solution du probléme initial. On a donc prouvé
I’assertion 2. du théoréme de Nash-Moser.
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4. Casou a =3

Afin de mieux comprendre le cheminement de la preuve, on se propose de revenir sur son fonctionnement
une fois les paramétres bien définis. Nous avons vu dans le lemme 3.8 que dans notre cas, la récurrence
nécessite le choix d’un paramétre o = 3. Considérons donc ci-dessous le cas minimal, ¢’est-a-dire oo = 3.

Le choix @ = 3 donne les constantes @ = 7,m’ = 2. Le plus petit espace de Banach sur lequel la
méthode de Nash-Moser agit est alors Xg. On peut donc se restreindre a travailler sur des familles
finies d’espaces de Banach Xg D --- D Xg et Yy D -+ D Yg. Les opérateurs régularisants établis dans
la définition 2.1 peuvent étre vus comme & valeurs dans Xg et Yg.

Le théoréme de Nash-Moser s’énonce alors comme suit :

Théoréme (Nash-Moser) (cas simple)

Soient des espaces de Banach Xg > X; o -+ D Xg, et Yy D Y] D -+ D Yy satisfaisant 'hypothése
de régularisation. Supposons vraies les hypothéses 1 et 2. Il existe € €]0, 1] tel que pour f € Y}
avec || f|ly, < e, alors I'équation F(u) = f admet une solution u € Xo. Plus précisément, il existe
(un)n=0 S X3 tel que :

i Uyt = up + (dF(Sp,un)) 1S, (f — Flun)), avec ug = 0 et lim 6 = +o0.

k—+00
ii. lingoun = u dans X3 et linolo]-"(un) = f dans Ys.
L’hypothése (H,_1) devient :
Vke[0,n—1],Yme[0,7],|0uly, <pby Ay (4.1)

Lemme 3.8 (cas simple)

Si p > 0 est suffisamment petit et g > 1 est suffisamment grand et si
alors pour tout entier m € [0, 7],

Hfly“ est suffisamment petit,

6l < PO A (3.2)

Montrons que (H,,—1) implique (H,), c’est-a-dire montrons que le lemme 3.8 est vrai.

Démonstration: D’aprés l'inégalité 3.8, Sy, u,, satisfait HSgnunHXO < Cp donc Sy, u, est dans un voisinage
ouvert borné de 0 dans Xy. Pour un p suffisamment petit, on peut donc appliquer 'hypothése 2 : il existe
U(Sp, un) tel que du,, = ¥(Sy, uy,)frn avec dF(Sy, un)¥(Sp, un) = Id et égalité 3.2 nous donne :

Iunlx,, <€ (Ifally, ., + Ifally, 10,0l )

D’aprés le lemme 3.7 et 'inégalité 3.8 on obtient

[0un x

m

< OBy (07 |y, + 707 ") + OO (0,7 Ly, + °0,°) o0l
< CA”QZFLL (HfHY4 + p2 +p Han + Pz 'P) pour p < 1

< pm A, - 20 ('Z'Y + p> .
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Casouta=3

Pour (% + p) < 36, on a finalement [[duy |y < pO*A,,.

Lemme 3.9 (cas simple)

Pour ”le4 assez petit, on a (Hp).

Démonstration: D’aprés I'égalité 3.2 on a dF(0)dug = S, f- D’aprés 'hypothése 2, on a pour p suffisamment

petit [duoly, < C|So,fly, ., - D’aprés la majoration 2.1, on a :

o Ifly,

IS, A

. SOOI flly, = pOg A - COm )

Pour % suffisamment petit, on a % < (C’Gé7rl_3)+_(m_3))_1%—g’ donc ||§u|

—4
X, S PO Bo-

Les lemmes 3.9 et 3.8 assurent respectivement 'initialisation et I’hérédité de la récurrence.

On a donc pour tout n € IN et pour tout m € [0, 7], |dux |, < PO Ay, Ainsi,

_ P _ 1Y m=>5
Dildurly, <p > 0P AL < 529;@ 5 =§Z(0§+k) ol
k=0 k=0 k=0 k=0

La série converge si et seulement si mT_E’ < —1, c’est-a~dire pour m < 3. En particulier la suite (ug)
est de Cauchy dans Xs et comme X3 est un espace de Banach, (ug)x converge vers u € Xo.

Nous avons montré que la suite (uy), converge vers u € Xo. Montrons désormais que u est la solution
du probléme initial.

Lemme 3.5 (cas simple)

Il existe un p > 0 suffisamment petit, et §y > 1 suffisamment grand, tels que ¥ k € [0,n — 1] et
Vm € [0,6], on a :
lelly,, < CPQH?_BAk-

Lemme 3.6 (cas simple)

Il existe un p > 0 suffisamment petit, et 6y > 1 suffisamment grand, tels que :

|Bully, < Co0n.

Par la majoration 2.2 des opérateurs de régularisation, et les majorations sur les erreurs obtenues dans
les lemmes 3.5 et 3.6,

|F(uns1) = £l < 180, = flly, + 1En = S, Enlly, + lenlly, < COZ 1 flly, + COL% | Enlly, + Cp*0,°An

< COpb, ! <“f”Y4 + 00, + pHnZAn> < 300,
p
On remarque que lirJrrl 61 = 0. On obtient alors par continuité de F que :
n——+00

F(u) = lim F(up1) = f.

n—00

Ainsi, u est une solution du probléme initial, et I’assertion est vérifiée.
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Notations

Ce tableau contient les différentes notations utilisées dans la preuve du théoréme de Nash-Moser.

condition

Xm m
( ) meN
(Yon)m
X
Yo
f
dF

(uk)k
f

{Sh}e

(t)+ teZ
U
)\
m’ eN
fr = Sp, (f — F(ux))
6/

k
ey,
ek =€, + e
E, =00 en
(O)k =05 +k
(Ap)e  Ap =0k1 — b
p €]0,1]
duy, = Upy1 — Ug
a
Q >«
p =a—1
C >0

description

Suites décroissantes d’espaces de Banach

:ﬂXm

m=0

:ﬂYm

m=0

Application d’un Banach dans un Banach

Différentielle de F

Suite de la méthode de Nash-Moser

Petite perturbation

Famille d’opérateurs de régularisation

= max(0, 1)

Voisinage ouvert borné de 0 dans X

Une application telle que dF(u)¥(u) = Id

m’ + 2 est l'indice de régularité de f

Elément de l'itération de Nash-Moser

Erreur quadratique de la méthode de Newton (cf. page 7)
Erreur de substitution (cf. page 11)

Somme des deux erreurs

Somme cumulée des erreurs

Une suite qui tend vers I'infini

Différence entre deux termes consécutifs de la suite (6,,),
Elément assez petit

Différence entre deux termes consécutifs de la suite (ug)g
Un entier fiz€ a posteriori dans la récurrence

Borne max de 'intervalle des m vérifiant I'hypothése

de récurrence, fixé a posteriori dans la preuve

Indice maximal des m pour lesquels nous avons

des informations sur |leg |y

Constantes utilisées dans les différents lemmes
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défini en

page 12

page 12

page 12
page 12
page 12
page 12
page 12
page 12
page 13
page 13
page 13
page 14
page 14
page 14
page 14
page 14
page 15
page 15
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