
Travail d’étude et de recherche

Théorème de Nash-Moser



Table des matières

Introduction 3

1 L’itération de Picard et la méthode de Newton 4
1 L’inversion locale et l’itération de Picard . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2 La méthode de Newton sur les espaces de Banach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
3 Les limites de ces méthodes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2 Le théorème de Nash-Moser 12
1 La méthode de Nash-Moser-Hörmander . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2 Énoncé du théorème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

3 Preuve du théorème de Nash-Moser 14
1 Heuristique de la démonstration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2 La récurrence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.1 Préalables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.2 Introduction de la récurrence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.3 Estimations des erreurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.4 Estimation de fn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.5 Preuve de l’hérédité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.6 Initialisation de la récurrence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3 Conclusion de la preuve . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
4 Régularité supplémentaire de la solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

4 Cas où α “ 3 28

Notations 30

Références 31

2



Introduction

You must be a novice in analysis or a genius like Nash to believe
anything like that can be ever true and/or to have a single nontri-
vial application. [This] may strike you as realistic as a successful per-
formance of perpetuum mobile with a mechanical implementation of
Maxwell’s demon. . . unless you start following Nash’s computation
and realize to your immense surprise that the smoothing does work in
the hands of John Nash.

Mikhaïl Gromov

Afin de prouver l’existence locale de solutions aux équations à dérivées partielles, le théorème d’in-
version locale sur les espaces de Banach est souvent utilisé. Cependant, celui-ci nécessite pour être
appliqué une condition d’inversion sur la différentielle de l’application étudiée. Ce n’est pas toujours
le cas — il existe des situations dans lesquelles ce critère d’inversion n’est pas vérifié.
En 1956 Josh Forbes Nash introduisit dans [Nash 1956] une nouvelle méthode pour résoudre le pro-
blème des plongements isométriques. Cette méthode permet également de trouver des solutions à des
équations aux dérivées partielles, en particulier dans les cas où les méthodes usuelles d’inversion locale
ne sont pas applicables. Jürden Moser simplifia la méthode de Nash et la démontra dans des cas
plus généraux. Cette méthode est depuis appelée méthode de Nash-Moser. Puis, Lars Hörmander
améliora le schéma itératif de Moser en réduisant la perte de régularité par l’utilisation d’un schéma
plus proche de celui que Nash avait introduit.

Dans ce TER, nous nous proposons d’étudier la preuve du théorème de Nash-Moser-Hörmander pas à
pas dans un cas simple, à partir d’un article de Paolo Secchi paru dans [Secchi 2016]. Afin de mieux
comprendre le rôle des différents paramètres dans la preuve du théorème de Nash-Moser, nous énon-
cerons et prouverons ce théorème pour les paramètres simples énoncés : m0 “ 0, r “ r1 “ s “ s1 “ 1.

Avant d’étudier plus en détails ce théorème, nous allons nous intéresser aux situations dans lesquelles
le théorème d’inversion locale sur les espaces de Banach peut être utilisé. En particulier, nous verrons
deux méthodes de résolution d’équations, utilisant un procédé itératif qui converge vers la solution :
l’itération de Picard et la méthode de Newton.
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1. L’itération de Picard et la méthode de
Newton

Soient X,Y deux espaces de Banach, F : X Ñ Y une application différentiable et f P Y . Nous
cherchons à résoudre l’équation :

Fpuq “ f. (1.1)

En dimension finie, supposons que X “ Y “ Rn pour un certain n P N. Alors, si F est une application
linéaire, on peut lui associer une matrice F dans MnpRq. L’équation Fu “ f , avec f P Mn,1pKq, admet
une solution si F P GLnpRq, et on a u “ F´1f .
Pour des applications non linéaires, nous connaissons des techniques classiques comme l’itération de
Picard et la méthode de Newton, pour la résolution des équations sur les espaces vectoriels normés Rn.

Nous nous intéressons maintenant à la résolution du problème en dimension infinie. Les principaux
domaines d’application étant (d’après [Secchi 2016]) la résolution d’équations aux dérivées partielles
et de problèmes de perturbations physiques, nous supposons que f est une « petite perturbation ».
Toutes ces méthodes font appel à une linéarisation du problème, en définissant une suite définie en
fonction de la différentielle dF de F , et qui tend vers la solution cherchée.

1 L’inversion locale et l’itération de Picard

Définition 1.1
Un espace de Banach X est un espace vectoriel normé complet. C’est-à-dire que toute suite de
Cauchy de X converge dans X.

Définition 1.2

Soient X et Y des espaces de Banach, alors LpX,Y q est l’ensemble des applications linéaires
continues de X dans Y , et IsompX,Y q est l’ensemble des applications linéaires continues et bijectives
de X dans Y . Un élément de IsompX,Y q est appelé un isomorphisme de X dans Y .

Proposition 1.1

Soit X un espace de Banach. Supposons S P LpXq, avec }S} ă 1. Alors pIdX ´ Sq est inversible et
d’inverse

ř

kě0

Sk. De plus, la série converge normalement.

Démonstration :

§ On remarque premièrement que
ř

kě0

›

›Sk
›

› ď
ř

kě0

}S}
k. Comme }S} ă 1, la série

ř

kě0

}S}
k converge donc la

série
ř

kě0

Sk converge normalement.

§ De plus, X étant complet, LpXq l’est aussi et toute série normalement convergente de LpXq est convergente.

4



L’itération de Picard et la méthode de Newton L’inversion locale et l’itération de Picard

Donc
ř

kě0

Sk est convergente dans LpXq, c’est à dire
ř

kě0

Sk P LpXq. On a, par continuité de S,

pIdX ´ Sq
ÿ

kě0

Sk “
ÿ

kě0

Sk ´
ÿ

kě0

Sk`1 “ IdX

et
ÿ

kě0

Sk pIdX ´ Sq “
ÿ

kě0

Sk ´
ÿ

kě0

Sk`1 “ IdX .

Donc pIdX ´ Sq est inversible, d’inverse
ř

kě0

Sk.

Proposition 1.2

Si X et Y sont des espaces de Banach, alors IsompX,Y q est un ouvert de LpX,Y q.

Démonstration : Si IsompX,Y q “ H, alors IsompX,Y q est un ouvert de LpX,Y q (car H est un ouvert).
Supposons IsompX,Y q ‰ H. Soit T0 P IsompX,Y q et soit T P LpX,Y q. On a

T “ T0 ´ pT0 ´ T q “ T0pIdX ´ T´1
0 pT0 ´ T qq.

Posons S “ T´1
0 pT0 ´ T q. On a donc }S} “

›

›T´1
0 pT0 ´ T q

›

› ď
›

›T´1
0

›

› }T0 ´ T }. Si }T0 ´ T } ă 1

}T´1
0 }

“ ε, alors

}S} ă 1. Dans ce cas, comme S P LpXq, d’après la proposition 1.1, pIdX´Sq est inversible. D’où T “ T0pIdX´Sq

est inversible. Ainsi, si T P LpX,Y q avec }T ´ T0} ă ε, alors T P IsompX,Y q, donc BLpX,Y qpT0, εq Ď IsompX,Y q.
IsompX,Y q est un ouvert de LpX,Y q.

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème d’inversion locale sur les espaces de Banach.
Théorème 1.1 (Inversion locale)

Soient X, Y des espaces de Banach et soit U un ouvert non vide de X. Posons F : U Ñ Y P C1pUq.
Soit u0 P U . S’il existe Ψ P LpY,Xq tel que dFpu0qΨ “ IdY , alors il existe un voisinage V de Fpu0q

et une application G P C1pV q, tel que F ˝ G “ IdY .
De plus, si dFpu0q P IsompX,Y q, alors F est un C1-difféomorphisme d’un voisinage de u0 sur un
voisinage de Fpu0q.

Démonstration : On note f “ Fpuq et f0 “ Fpu0q.
Etape 1 Supposons dans un premier temps que X “ Y,Fpuq “ u et dFpuq “ IdX . On réécrit alors f “ Fpuq

sous la forme u “ u ` f ´ Fpuq. Posons Hpuq
def
““ u ` f ´ Fpuq. Nous cherchons alors un point fixe de H

comme limite de la suite punqn avec @ n P N, un`1 “ Hpunq.

i. Pour un δ ą 0 assez petit et }f ´ u0} ď δ
2 , on a H

´

Bpu0, δq

¯

Ď Bpu0, δq. En effet, d’après la formule
de Taylor à l’ordre 1, on a

Fpuq “ Fpu0q ` dFpu0qpu ´ u0q ` opu ´ u0q “ Fpu0q ` pu ´ u0q ` opu ´ u0q “ u ` opu ´ u0q

ùñ Hpuq ´ u0 “ f ´ u0 ` opu ´ u0q ñ }Hpuq ´ u0} ď δp
1

2
` op1qq ď δ.

ii. Si }f ´ u0} ď δ
2 avec δ assez petit, alors H est contractante dans Bpu0, δq, car :

@ u1, u2 P Bpu0, δq,
›

›Hpu1q ´ Hpu2q
›

› ď
›

›u1 ´ u2
›

› sup
}z´u0} ď δ

}IdX ´ dFpzq} ď
1

2

›

›u1 ´ u2
›

› .

D’après le théorème du point fixe de Banach, H possède un unique point fixe dans Bpu0, δq. Donc
@ f P Bpu0,

δ
2 q, Fpuq “ f possède une unique solution dans Bpu0, δq. Puisque δ peut être pris arbi-

trairement petit, nous en déduisons que l’image par F de tout voisinage de u0 est un voisinage de u0.
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Etape 2 Passons au cas général. Soit u0 P X, on pose F̃ : Y Ñ Y tel que @ f P Y, F̃pfq “ Fpu0 ` Ψpf ´ f0qq.
En appliquant l’étape 1 à F̃ , nous avons que l’image par F de tout voisinage de u0 est un voisinage
de Fpu0q. Soient ε ą 0 et V

def
““ Bpf0, εq tel que sup

f P V

›

›

›
IdY ´ dF̃pfq

›

›

›
ă 1. Alors, par le lemme 1.1, pour

tout f P V, dF̃pfq est inversible. On applique alors la première partie de la preuve à V et F̃ , on en
conclut que l’image par F̃ de tout ouvert de V est un ouvert. F̃ est une injection sur V ; de plus, par la
formule de Taylor utilisée à l’étape 1, F̃ est un C1-difféomorphisme de V sur F̃pV q. Si on note G̃ ce dif-
féomorphisme, l’application G : Y Ñ X définie par Gpfq “ u0`ΨpG̃pfq´f0q fournit l’application G voulue.

Etape 3 Si dFpu0q P IsompX,Y q alors, A est inversible et d’après l’étape 2, Fpuq “ F̃pu0 ` Ψ´1pFpuq ´ f0qq

définit un C1-difféomorphisme d’un voisinage de u0 sur un voisinage de Fpu0q.

Le théorème d’inversion locale est un outil que l’on peut utiliser dans la résolution de notre problème.
Si la différentielle en u0, dFpu0q, est un isomorphisme de X dans Y , le théorème d’inversion locale
fournit une unique solution u P X proche de u0. Elle peut être obtenue par l’itération de Picard :

uk`1 “ uk ` dFpu0q´1pf ´ Fpukqq (I)

Théorème 1.2 (Itération de Picard)

Soient X et Y des espaces de Banach et U un ouvert non vide de X. Posons F : U Ñ Y P C1pUq.
Soit u0 P U tel que dFpu0q est un isomorphisme de U dans ImpFq. Alors il existe un voisinage U 1

de u0 et un voisinage V de Fpu0q tel que

@ f P V, D! u‹ P U 1, Fpu‹q “ f et lim
kÑ`8

uk “ u‹,

avec @ k P N, uk`1 “ uk ` dFpu0q´1 pf ´ Fpukqq.

Démonstration : On remarque premièrement par le théorème 1.1 que F est un C1-difféomrphisme d’un voi-
sinage U 1 de u0 dans un voisinage V de Fpu0q. Soit f P V . Par définition, D! u‹ P U 1 tel que Fpu‹q “ f . De
plus, comme dFpu0q est un isomorphisme, alors dF´1pu0q est bien définie par le théorème 1.1. Il nous reste à
calculer la limite de la suite pukqk.
Etape 1 La suite pukqk converge car l’application u ÞÑ u ` dFpu0q´1pf ´ Fpuqq possède un unique point fixe

par l’Etape 1 et l’Etape 2 de la preuve précédente.
Etape 2 Montrons enfin que lim

kÑ`8
uk “ u‹. Il existe un l P U 1 tel que lim

kÑ`8
uk “ l. Alors,

lim
kÑ`8

uk`1 “ lim
kÑ`8

`

uk ` dFpu0q´1pf ´ Fpukqq
˘

.

Mais dFpu0q´1 est continue, donc dFpu0q´1pf ´Fplqq “ 0. Puis en composant par dFpu0q des deux côtés,

f ´ Fplq “ 0 ùñ Fplq “ f “ Fpu‹q.

Or F est bijective de U 1 dans V , donc l “ u‹.

Remarque 1

Ce schéma itératif possède une convergence géométrique (Opεkq). En effet, }uk`1 ´ uk} ď ε }uk ´ uk´1}

pour un certain ε Ps0, 1r. Donc }u‹ ´ uk} “ Opεkq avec lim
kÑ`8

uk “ u‹.

En remplaçant u0 dans (I) par l’itéré précédent uk, on étudie une méthode de résolution du problème
avec une meilleure convergence.
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2 La méthode de Newton sur les espaces de Banach

Soit F : X Ñ Y avec X,Y des espaces de Banach. On veut résoudre l’équation Fpuq “ f . Supposons
que F est de classe C1 et dF inversible sur un voisinage de u. Une méthode pour résoudre une telle
équation est la méthode de Newton qui utilise l’itération suivante :

uk`1 “ uk ` dFpukq´1pf ´ Fpukqq (II)

Contrairement à l’itération de Picard, nous devons ici résoudre une équation différente à chaque
étape, induite par la différentielle dFpunq. De plus cette méthode possède une convergence quadra-
tique (Opε2

k
q) qui est plus satisfaisante que la convergence géométrique (Opεkq) de l’itération de Picard.

Théorème 1.3 (Méthode de Newton)

Soient X et Y des espaces de Banach, u P X, δ ą 0 et soit F : Bpu, δq Ñ Y de classe C1.
On suppose qu’il existe M ą 0 tel que @ u, v P X, }dFpuq ´ dFpvq} ď M }u ´ v}.
On suppose de plus qu’il existe u0 P Bpu, δq tel que dFpu0q : X Ñ Y est un isomorphisme avec
}Fpu0q ´ f} assez petit.

D! u‹ P U 1, Fpu‹q “ f et lim
kÑ`8

uk “ u‹,

avec @k P N, uk`1 “ uk `dFpukq´1 pf ´ Fpukqq. De plus, }f ´ Fpukq} “ Opε2
k
q (pour 0 ă ε ă 1).

Lemme 1.1 (admis)
Soit U un ouvert connexe contenu dans un espace vectoriel normé X. Soit F : U Ñ V avec V un
sous-espace vectoriel de X. Alors,

@ a, b, c P U, }Fpbq ´ Fpaq ´ dFpcqpb ´ aq} ď sup
u PU

}dFpuq ´ dFpcq} }b ´ a} .

Démonstration du Théorème : Soit u0 P Bpu, δq. On pose f0 “ Fpu0q. On veut alors résoudre l’équation
en t suivante :

Fpu0 ` tq “ f

ie. Fpu0 ` tq ´ Fpu0q “ f ´ f0.

Étape 1 Supposons que u0 `t P Bpu, δq alors en faisant un développement de Taylor à l’ordre 1, t doit vérifier :

Fpu0 ` tq “ Fpu0q ` dFpu0 ` tqptq ` Rpu0, tq (1.2)
ie. f ´ f0 “ dFpu0 ` tqptq ` Rpu0, tq.

où R est le reste de l’approximation de Taylor. De plus, dF est continue et dFpu0q est un isomorphisme
donc dFpu0 ` tq est un isomorphisme, d’après la proposition 1.2. On peut donc inverser dFpu0 ` tq
localement :

t “ dFpu0 ` tq´1 pf ´ f0 ´ Rpu0, tqq .

On pose alors ϕ : Bpu, δq Ñ Y tel que pour tout r P Bpu, δq, ϕprq “ ´dFpu0 ` rq´1p´f ` f0 ` Rpu0, rqq.

Étape 2 Montrons qu’il existe δ1 Ps0, δr tel que ϕ est une contraction de la boule Bpu0, δ
1q dans Bpu0, δ

1q.
Soit Gprq “ dFpu0 ` rq´1, d’après les hypothèses du théorème :

›

›Gprq´1 ´ Gpr1q´1
›

› ď M
›

›r ´ r1
›

› .
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En appliquant l’identité A´1 ´ B´1 “ A´1pB ´ AqB´1 entre isomorphismes linéaires, on obtient :
›

›Gprq ´ Gpr1q
›

› ď M
›

›r ´ r1
›

› ¨ }Gprq} ¨
›

›Gpr1q
›

› . (1.3)

On pose C “ }Gp0q}. Par l’inégalité triangulaire,

}Gprq} “ }Gprq ´ Gp0q ` Gp0q} ď }Gprq ´ Gp0q} ` }Gp0q} ď M }r ´ 0} ¨ }Gprq} ¨ }Gp0q} ` }Gp0q}

ď CM }r} ¨ }Gprq} ` C.

On trouve donc la majoration

}Gprq} ď
C

1 ´ CM }r}
. (1.4)

Gprq est bien défini pour }r} ď δ1 ă δ et }r} ď p2CMq´1. De plus, cette hypothèse }r} ď p2CMq´1

implique p1 ´ CM }r}q´1 ď 2. Grâce à la majoration (1.4), on obtient la majoration :

}Gprq} ď 2C.

Si r, r1 P Bpu0, δ
1q, on a

›

›ϕprq ´ ϕpr1q
›

› “
›

›´Gprqp´f ` f0 ` Rpu0, rqq ` Gpr1qp´f ` f0 ` Rpu0, r
1qq

›

›

“
›

›´Gprqp´f ` f0 ` Rpu0, rq ` Rpu0, r
1q ´ Rpu0, r

1qq ` Gpr1qp´f ` f0 ` Rpu0, r
1qq

›

›

“
›

›Gprq
`

Rpu0, r
1q ´ Rpu0, rq

˘

`
`

Gpr1q ´ Gprq
˘ `

´f ` f0 ` Rpu0, r
1q

˘
›

›

ď }Gprq} ¨
›

›Rpu0, r
1q ´ Rpu0, rq

›

› `
›

›Gprq ´ Gpr1q
›

› ¨
›

›f0 ` Rpu0, r
1q ´ f

›

› .

Or d’après le lemme 1.1 et l’hypothèse, à partir du développement de Taylor (1.2), on obtient :
›

›Rpu0, r
1q ´ Rpu0, rq

›

› “
›

›Fpu0 ` r1q ´ Fpu0 ` rq ` dFpu0 ` rqprq ´ dFpu0 ` r1qpr1q
›

›

ď
›

›Fpu0 ` r1q ´ Fpu0 ` rq ´ dFpu0 ` rqpr1 ´ rq
›

› `
›

›dFpu0 ` rqpr1q ´ dFpu0 ` r1qpr1q
›

›

ď M
`

›

›r1 ´ r
›

›

2
`

›

›r1
›

› ¨
›

›r1 ´ r
›

›

˘

.

De plus, d’après la majoration (1.3) et celle ci-dessus (avec r “ 0), on obtient une troisième majoration :
›

›Gprq ´ Gpr1q
›

› ¨
›

›f0 ` Rpu0, r
1q ´ f

›

› ď 4C2M
›

›r ´ r1
›

› ¨
›

›f0 ` Rpu0, r
1q ´ f

›

›

ď 4C2M
›

›r ´ r1
›

›

´

}f0 ´ f} ` 2M
›

›r1
›

›

2
¯

.

Les majorations précédentes nous donnent finalement
›

›ϕprq ´ ϕpr1q
›

› ď

´

2CM
`

›

›r1 ´ r
›

› `
›

›r1
›

›

˘

` 4C2Mp}f0 ´ f} ` 2M
›

›r1
›

›

2
q

¯

loooooooooooooooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooooooooooooooon

def
““ K

›

›r1 ´ r
›

› .

Comme r, r1 P Bpu0, δ
1q, on peut alors majorer K par 2CMp3δ1q ` 4C2Mp}f0 ´ f} ` 2Mδ12q. Prenons

}f0 ´ f} assez petit, de telle sorte que }f0 ´ f} ă p4C2Mq´1, alors K0
def
““ 4C2M }f0 ´ f} ă 1. Nous avons

donc K ď p6CM ` 8C2M2δ1qδ1 ` K0. On peut choisir un δ1 suffisamment petit afin d’avoir K ă 1. Alors,
ϕ est contractante et :

}ϕprq} ď }ϕprq ´ ϕp0q} ` }ϕp0q} ď K }r} ` C }f0 ´ f} .

Donc si C }f0 ´ f} ď p1 ´ Kqδ1 alors }ϕprq} ď δ1.
Étape 3 D’après le théorème du point fixe de Banach, ϕ possède un unique point fixe t dans Bpu0, δ

1q qui
est la limite de la suite définie par t0 “ 0 et tk`1 “ tk ` dFpu0 ` tkq´1pf ´ Fpu0 ` tkqq. En effet, on a :

tk`1 “ ϕptkq “ ´dFpu0 ` tkq´1p´f ` f0 ` Rpu0, tkqq

“ ´dFpu0 ` tkq´1pFpu0 ` tkq ´ dFpu0 ` tkqptkq ´ fq

“ tk ´ dFpu0 ` tkq´1pFpu0 ` tkq ´ fq

“ tk ` dFpu0 ` tkq´1pf ´ Fpu0 ` tkqq.

On a donc prouvé ici que la suite définie par uk “ u0 ` tk converge vers u0 ` t “ u‹. Le schéma itératif
uk`1 “ uk ` dFpukq´1pf ´ Fpukqq converge vers u‹, la solution cherchée.
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Convergence quadratique Montrons enfin la convergence quadratique de la méthode de Newton. On veut
montrer }f ´ Fpukq} “ Opε2

k

q avec 0 ă ε ă 1. L’itération de la méthode de Newton peut être réécrite
comme suit :

dFpukqpuk`1 ´ ukq ` Fpukq “ f.

On a

}f ´ Fpuk`1q} “ }dFpukqpuk`1 ´ ukq ` Fpukq ´ Fpuk`1q} “ }Fpuk`1q ´ dFpukqpuk`1 ´ ukq ´ Fpukq} .

D’après le lemme 1.1, on a
}f ´ Fpuk`1q} ď M }uk`1 ´ uk}

2
.

D’autre part,

}uk`1 ´ uk} “
›

›dFpukq´1pf ´ Fpukqq
›

› ď
›

›dFpukq´1
›

› }f ´ Fpukq} ď D }f ´ Fpukq} ,

avec D une constante positive telle que pour tout k P N,
›

›dFpukq´1
›

› ď D.
On a alors

}f ´ Fpuk`1q} ď MD2 }f ´ Fpukq}
2
,

ce qui implique

}f ´ Fpukq} ď pMD2 }f ´ Fpu0q}q2
k

“ pMD2 }f}q2
k

ď pMD2εq2
k

,

pour un certain ε Ps0, 1r. Ainsi, }f ´ Fpukq} “ Opε2
k

q.

3 Les limites de ces méthodes

Revenons au problème initial, de résolution d’équations de perturbations en dimension infinie, de type

Fpuq “ f, (1.1)

où F : X Ñ Y est un opérateur C1, f P Y une « petite perturbation » (dans le sens où }f}Y est
assez petit). Sans perte de généralité, écrivons Fp0q “ 0. Écrivons l’équation linéarisée associée à notre
problème initial :

dFpuqv “ g. (1.5)

Les méthodes précédentes ont pour point commun l’hypothèse que dF soit inversible, donnant donc
une estimation de la solution :

}v}X ď C }g}Y .

Mais, gardant en tête que la plupart des applications considérées sont des opérateurs avec des dé-
rivées partielles, il existe de nombreuses situations dans lesquelles nous n’avons pas cette hypothèse
d’inversibilité de l’opérateur.

Si dF n’est pas inversible sur un voisinage de u0, la méthode de Newton ne peut être appliquée. Le
point crucial de ces méthodes itératives est que les inverses de différentielles sont des applications
linéaires continues de Y dans X. Cependant, pour de nombreux problèmes notamment de résolution
d’équations aux dérivées partielles, ce n’est pas le cas.
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Exemple 1
Un exemple (tiré de [Gérard-Varet 2019]) consiste en l’opérateur F suivant :

Fpuq “ Btu ` Bxu ` uBxu,

où u “ upt, xq avec t P r0, T s, x P R. On considère F comme prenant des fonctions u dans l’ensemble
X “ tu P C2

b pr0, T s ˆ Rq, u|t“0
“ 0u, et à valeurs dans Y “ C1

b pr0, T s ˆ Rq, où Ck
b pr0, T s ˆ Rq est

l’espace des fonctions Ck dont les dérivées partielles jusqu’à l’ordre k sont continues et bornées, de
norme :

}u}C2
b

def
““ sup

αPN2

|α|ďk

sup
t P r0,T s

x PR

|Bαu| ă `8.

Comme Fpu ` hq “ Fpuq ` Bth ` Bxh ` uBxh ` hBxu ` hBxh, la différentielle de F en 0 est une
application linéaire donnée par dFp0qpvq “ Btv ` Bxv, qui définit un opérateur linéaire continu de
X dans Y . C’est une équation de transport ; pour tout g P Y , on constate que :

vpt, xq “

ż t

0
gps, x ´ pt ´ sqqds,

est l’unique solution dans Y satisfaisant la condition initiale v|t“0
“ 0. On note dFp0q´1 l’applica-

tion f ÞÑ v. Par le théorème fondamental de l’intégration, on sait que l’application est deux fois
différentiable en t, mais il n’y a pas d’information supplémentaire sur la régularité en x. On ne
peut donc légitimement envoyer dFp0q´1 dans X. On a perdu de l’information sur une dérivée (elle
existe possiblement, mais nous ne le savons pas).

Ce phénomène de pertes de dérivées fait notamment sens dans une famille d’espaces de Banach imbri-
qués, telle que définie ci-dessous.

Considérons deux suites décroissantes de Banach X0 Ą ¨ ¨ ¨ Ą Xm Ą . . . , et Y0 Ą ¨ ¨ ¨ Ą Ym Ą . . . , de
normes croissantes }¨}Xm

et }¨}Ym
(pour m ě 0), comme les espaces de Sobolev ∗.

On suppose désormais que F est défini de Xm sur Ym pour tous les m ě 0. Supposons qu’on dispose
d’une solution v de l’équation 1.5 (ie. v “ Gpuqg), vérifiant pour un u fixé, une estimation de la forme

}v}Xm
ď C }g}Ym`s

,

et ce pour tout m dans un intervalle fini. On dit alors que la résolution de l’équation se fait avec perte
de s dérivées, c’est-à-dire qu’entre deux itérations de Newton, on perd les informations sur s dérivées.
En effet, en appliquant la méthode de Newton à ce problème, on obtient :

uk P Xm,

uk`1 “ uk ` pdFpukqq´1 pf ´ Fpukq
looooomooooon

PYm

q P Xm´s,

∗. Les espaces de Sobolev, Hm avec m entier, sont les espaces de fonctions dans L2 dont les dérivées partielles (au
sens des distributions) de longueur de multi-indice inférieur à m sont dans L2 :

@ Ω ouvert de Rn, Hm
pΩq “ tf P L2

pΩq | @α tel que |α| ď m,Dαf P L2
pΩqu

En particulier, ce sont des espaces de Hilbert, de norme xf, gym “
ÿ

0ď|α|ďm

xDαf,Dαgy.
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L’itération de Picard et la méthode de Newton Les limites de ces méthodes

car d’un élément de Ym on ne peut obtenir qu’un élément dont on connaît la majoration dans Xm´s

seulement. Cela revient à dire que dFp¨q n’est inversible que de Ym dans Xm´s, où on perd donc les
informations sur le caractère inversible, pour s espaces. La perte de régularité est fixe : au bout d’un
certain nombre d’itérations, on a perdu toute information sur la régularité de uk, et on ne peut plus
réitérer.

De plus, cette perte s se double d’une perte s1 due au « coût » de la résolution de 1.5 en information
sur uk. En effet, dans la méthode de Newton, uk qui aurait une perte supplémentaire est utilisé dans
le calcul de uk`1. Supposons, par exemple, que la solution v vérifie une estimation de la forme

}v}Xm
ď C

´

}g}Ym`s
` }g}Y0

´

1 ` }u}Xm`s1

¯¯

,

et ce pour tout m dans un intervalle fini. Alors cette perte s1 se retrouve à l’itération suivante dans
l’opérateur dFpukq´1, se cumulant avec la perte s.

On se retrouve ainsi avec une double « perte de dérivées » : celle due à l’opérateur dFp¨q, ainsi que
celle due à la résolution de l’équation linéarisée sur u. ∗

Cependant, il existe une méthode permettant de compenser ce phénomène de perte de dérivées et ainsi
continuer les itérations du schéma pour converger vers la solution. Nous allons expliquer cette méthode
et la démontrer dans les parties suivantes.

∗. Il est à noter que cette perte de dérivées dépend des échelles de Banach choisies. On peut donc se retrouver dans
une situation où un autre choix d’échelles de Banach est plus satisfaisant, voire ne nécessite que l’usage de la méthode
de Newton. [Alinhac et Gérard 1991]
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2. Le théorème de Nash-Moser

1 La méthode de Nash-Moser-Hörmander

L’idée de Nash est d’introduire des opérateurs de régularisation qui permettent de compenser, à chaque
itération de la méthode, la perte de dérivées prévue.

Moyennant des estimations douces sur la perte de dérivées, le théorème prouvé par Nash puis amélioré
par Moser et Hörmander consiste en une modification de l’itération de Newton où on introduit à
chaque étape un opérateur de régularisation qui compense cette double perte de dérivées.

On introduit des opérateurs de régularisation SXpθq : X0 Ñ X8
def
““

Ş

mě0
Xm avec lim

θÑ8
SXpθq “ IdX ,

et SY pθq : Y0 Ñ Y8
def
““

Ş

mě0
Ym avec lim

θÑ8
SY pθq “ IdY .

L’itération de Nash-Moser se définit alors comme suit :

uk`1 “ uk ` pdFpSXpθkqukqq´1SY pθkqpf ´ Fpukq) (III)

avec u0 “ 0 et pθkqkě1 une suite qui tend vers l’infini. Comme SXpθkq Ñ IdX et SY pθkq Ñ IdY lorsque
k tend vers l’infini, cette méthode tend vers celle de Newton, dans un certain sens. On peut donc
s’attendre à ce que cette méthode converge vers une solution, zéro de la fonction voulue, si la méthode
réussit à compenser la perte de dérivées. C’est justement la convergence quadratique de la méthode de
Newton qui permet de compenser la perte de dérivées, et permet à cette méthode de converger vers la
solution souhaitée.

2 Énoncé du théorème

Soient pXmqmě0 et pYmqmě0 deux suites d’espaces de Banach décroissantes au sens de l’inclusion et de
normes croissantes. On note X8 “

Ş

mě0
Xm, et Y8 “

Ş

mě0
Ym.

On définit des « opérateurs de régularisation » sur les familles d’espaces de Banach.

Définition 2.1 (opérateurs de régularisation)

La suite d’espaces de Banach pXmqmě0 satisfait une hypothèse régularisante s’il existe une famille
d’opérateurs de régularisation tSθuθě1, où Sθ est défini de X0 dans X8, vérifiant les inégalités :

}Sθu}Xβ
ď Cθpβ´αq` }u}Xα

@ α, β ě 0, (2.1)

}Sθu ´ u}Xβ
ď Cθβ´α }u}Xα

0 ď β ď α, (2.2)
›

›

›

›

d

dθ
Sθu

›

›

›

›

Xβ

ď Cθβ´α´1 }u}Xα
@ α, β ě 0, (2.3)

où on a noté pβ ´ αq`
def
““ maxp0, β ´ αq. Les constantes C sont uniformes par rapport à α et β

dans un intervalle.
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Le théorème de Nash-Moser Énoncé du théorème

Dans la suite décroissante d’espaces de Banach pYmqmě0, on introduit similairement l’opérateur SY pθq :
Y0 Ñ Y8. On notera également SY pθq “ Sθ.

Le théorème de Nash-Moser requiert les deux hypothèses suivantes sur les familles d’espaces de Banach
et sur F .
Hypothèse 1

Soit U un voisinage ouvert borné de 0 dans X0. On suppose que pour tout u P U X X8, pour tout
m ě 0, la fonction F : Xm ÞÑ Ym est deux fois différentiable. De plus, la différentielle seconde
satisfait une « estimation douce » sur sa norme :

›

›d2Fpuqpv1, v2q
›

›

Ym
ď C

´

}v1}Xm`1
}v2}X0

` }v1}X0
}v2}Xm`1

` }v1}X0
}v2}X0

`

1 ` }u}Xm`1

˘

¯

,

(2.4)
pour tout m ě 0, et pour tout v1, v2 P X8. La constante C est bornée, pour m borné.

Hypothèse 2
Soit U un voisinage de 0 dans X0, ouvert borné. On suppose que pour tout u P U X X8 il existe
une application linéaire Ψpuq : Y8 ÞÑ X8 tel que dFpuqΨpuq “ Id, et que cet inverse local de la
différentielle satisfait une « estimation douce sur sa norme » :

}Ψpuqg}Xm
ď Cp}g}Ym`1

` }g}Y0
}u}Ym`1

q, (2.5)

pour tout m ě 0. La constante C est bornée, pour m borné.

On peut finalement énoncer le théorème de Nash-Moser :

Théorème (Nash-Moser)

Soient pXmqmě0 et pYmqmě0 deux suites d’espaces de Banach décroissantes satisfaisant l’hypothèse
de régularisation, et supposons vraies les deux hypothèses 1 et 2. Pour tout m1 ě 2 :

1. il existe ε Ps0, 1s tel que pour f P Ym1`2 avec }f}Ym1`2
ď ε, l’équation Fpuq “ f admet une

solution u P Xm1 . Plus précisément, il existe punqně0 Ď X8 tel que :

i. un`1 “ un ` pdFpSθnunqq´1Sθnpf ´ Fpunqq, avec u0 “ 0 et θk ÝÝÝÝÑ
kÑ`8

`8,

ii. lim
nÑ8

un “ u dans Xm1 et lim
nÑ8

Fpunq “ f dans Ym1`1 ;

2. de plus, s’il existe D m2 ą m1 tel que f P Ym2`2, alors la solution construite u appartient
à Xm2 .

La seconde assertion prouve le maintien de la régularité de la solution trouvée par la méthode de
Nash-Moser.
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3. Preuve du théorème de Nash-Moser

1 Heuristique de la démonstration

On rappelle la construction de la suite définissant la méthode itérative de Nash-Moser :
"

u0 “ 0,
uk`1 “ uk ` pdFpSθkukqq´1Sθkpf ´ Fpukqq,

(3.1)

où pθkqk est une suite qui tend vers l’infini.

Nous souhaitons donc montrer que la suite pukqk converge vers u, une solution du problème initial, de
telle sorte à obtenir la régularité voulue. Pour cela, nous montrerons que la suite pukqk ainsi définie est
de Cauchy dans un espace de Banach, donc elle convergera, puis nous montrerons que sa limite est la
solution voulue.

Le cœur de la démonstration du schéma itératif est, à l’instar de la décomposition dyadique, une certaine
décomposition de f , et de u en somme téléscopique de telle sorte à avoir une majoration suffisante sur
les normes des différences entre deux termes consécutifs le décomposant. Pour cela, supposons que la
suite pukqk satisfait une certaine hypothèse sur le pas de la suite, jusqu’au rang n, qui sera donnée
plus tard.

On pose Fpu0q “ Fp0q “ 0. Notons également fk
def
““ Sθkpf ´ Fpukqq. On a alors

fk “ dFpSθkukqpuk`1 ´ ukq. (3.2)

On définit l’erreur quadratique e1
k issue de la méthode de Newton, et l’erreur de substitution e2

k comme
suit :

Fpuk`1q ´ Fpukq “ dFpukqpuk`1 ´ ukq ` e1
k “ dFpSθkukqpuk`1 ´ ukq ` e1

k ` e2
k “ fk ` e1

k ` e2
k.

On note l’erreur totale ek
def
““ e1

k ` e2
k, et l’erreur cumulée En

def
““

n´1
ÿ

k“0

ek.

En sommant de 0 à n, on obtient :

n
ÿ

k“0

Fpuk`1 ´ Fpukqq “

n
ÿ

k“0

fk `

n
ÿ

k“0

pe1
k ` e2

kq “

n
ÿ

k“0

fk ` En ` en. (3.3)

Par somme téléscopique, on trouve :

Fpun`1q “

n
ÿ

k“0

fk ` En ` en.

De plus,

fn “ Sθnf ´ SθnFpunq “ Sθnf ´

n´1
ÿ

k“0

fk ´ SθnEn.
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On obtient donc la construction de fn par la méthode :

n
ÿ

k“0

fk ` SθnEn “ Sθnf. (3.4)

En remplaçant fn dans (3.3), on trouve :

Fpun`1q “ Sθnf ´ SθnEn ` En ` en.

Finalement, on obtient :

Fpun`1q ´ f “ pSθn ´ Idqf ` pId ´ SθnqEn ` en. (3.5)

Sθn tend vers Id lorsque n tend vers l’infini. Nous allons démontrer dans la preuve que en ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

0,

pour avoir : Fpun`1q ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

f .

2 La récurrence

2.1 Préalables

Posons pθnqn la suite croissante définie par θn “
a

θ20 ` n et θ0 ě 1.

Lemme 3.0

Pour tout n P N, on pose ∆n
def
““ θn`1 ´ θn. La suite p∆nqn est décroissante et converge vers 0. De

plus,

@ n P N,
1

3θn
ď ∆n “

a

θ2n ` 1 ´ θn ď
1

2θn
,

θn´1 ď θn ď
?
2θn´1 et ∆n´1 ď 3∆n.

Démonstration : Rappelons premièrement que pour tout x, y positifs,
?
x `

?
y ď

?
2
?
x ` y.

∆n`1 ´ ∆n “ pθn`2 ´ θn`1q ´ pθn`1 ´ θnq “

b

θ20 ` n ` 2 ´ 2
b

θ20 ` n ` 1 `

b

θ20 ` n

ď
?
2

b

pθ20 ` n ` 2q ` pθ20 ` nq ´ 2
b

θ20 ` n ` 1 “ 2
b

θ20 ` n ` 1 ´ 2
b

θ20 ` n ` 1 “ 0.

Ainsi, la suite p∆nqn est décroissante. Montrons maintenant que lim
nÑ`8

∆n “ 0.

@ n P N,∆n “ θn`1 ´ θn “

b

θ20 ` n ` 1 ´

b

θ20 ` n “
1

a

θ20 ` n ` 1 `
a

θ20 ` n
ÝÝÝÝÝÑ
nÑ`8

0.

La suite p∆nqn converge vers 0. Montrons l’égalité :

@ n P N,∆n “ θn`1 ´ θn “

b

θ20 ` n ` 1 ´ θn “

d

ˆ

b

θ20 ` n

˙2

` 1 ´ θn “
a

θ2n ` 1 ´ θn.

Montrons maintenant la première suite d’inégalité. On a d’une part trivialement,

@ n P N,∆n “
1

a

θ2n ` 1 ` θn
ď

1

2θn
.
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Et d’autre part,
a

θ2n ` 1 ` θn ď
a

θ2n ` 3θ2n ` θn “ 3θn car pθnqn est une suite croissante et θ0 ě 1. Ainsi,

@ n P N,∆n “
1

a

θ2n ` 1 ` θn
ě

1

3θn
.

Comme la suite pθnqn est croissante, on a θn´1 ď θn. Montrons θn ď
?
2θn´1 :

?
2θn´1 ´ θn “

2pθ20 ` pn ´ 1qq ´ pθ20 ` nq
?
2θn´1 ` θn

“
θ20 ` n ´ 2

?
2θn´1 ` θn

ě 0.

Montrons enfin ∆n´1 ď 3∆n :

3∆n ´ ∆n´1 ě
1

θn
´

1

2θn´1
“

2θn´1 ´ θn
2θn´1θn

“
4pθ20 ` pn ´ 1qq ´ pθ20 ` nq

2θn´1θnp2θn´1 ` θnq
“

3θ20 ` 3n ´ 4

2θn´1θnp2θn´1 ` θnq
ě 0.

2.2 Introduction de la récurrence

Toute la démonstration du théorème de Nash-Moser repose sur un raisonnement par récurrence.

Pour simplifier les notations, posons δuk
def
““ uk`1 ´ uk pour tout k P N.

Soient α ě 1, ρ Ps0, 1r et α̃ ą α. On pose alors notre hypothèse de récurrence :

@ k P J0, n ´ 1K,@ m P J0, α̃K, }δuk}Xm
ď ρθm´α´1

k ∆k. pHn´1q

Ce choix d’hypothèse est justifié puisque elle nous permettra de montrer que la série
ř

kPN }δuk}Xm

converge pour enfin voir que la suite pukqk est convergente. Nous allons montrer qu’avec un choix
satisfaisant de θ0, ρ et α̃, et pour un f assez petit, pHn´1q implique pHnq.

On suppose pHn´1q vrai. Nous allons maintenant énoncer et démontrer plusieurs lemmes qui nous
permettront de montrer pHnq.
Lemme 3.1

Si θ0 est assez grand et choisi indépendamment de α, alors @ k P J0, nK et @ m P J0, α̃K on a :

}uk}Xm
ď ρθ

pm´αq`

k pour m ‰ α, (3.6)

}uk}Xα
ď ρ log θk. (3.7)

Démonstration : Soient k P J0, nK, m P J0, α̃K. Par inégalité triangulaire, on obtient une première majoration :

}uk}Xm
“

›

›

›

›

›

k´1
ÿ

j“0

puj`1 ´ ujq ` u0

›

›

›

›

›

Xm

“

›

›

›

›

›

k´1
ÿ

j“0

δuj ` u0

›

›

›

›

›

Xm

ď

k´1
ÿ

j“0

}δuj}Xm
` }u0}Xm

“

k´1
ÿ

j“0

}δuj}Xm
.

On applique l’hypothèse de récurrence pHn´1q :

}uk}Xm
ď

k´1
ÿ

j“0

ρθm´α´1
j ∆j .

Ainsi par le lemme 3.0, on a ∆j ď
1

2θj
, puis par comparaison séries intégrales on obtient :

}uk}Xm
ď

ρ

2

k´1
ÿ

j“0

θm´α´2
j ď

ρ

2

k´1
ÿ

j“0

pθ20 ` jq
m´α

2 ´1 ď
ρ

2

ż k

0

pθ20 ` xq
m´α

2 ´1dx.
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Preuve du théorème de Nash-Moser La récurrence

§ Si m ‰ α, alors
m ´ α

2
´ 1 ‰ ´1. Ainsi, après calcul de l’intégrale :

}uk}Xm
ď

ρ

m ´ α

´

pθ20 ` kq
m´α

2 ´ θm´α
0

¯

“
ρ

m ´ α
pθm´α

k ´ θm´α
0 q.

‚ Si m ă α alors, }uk}Xm
ď

ρ
α´mθm´α

0 ď ρ “ ρθ
pm´αq`

k ;

‚ si m ą α alors, }uk}Xm
ď

ρ
m´αθ

m´α
k ď ρθ

pm´αq`

k .

§ Si m “ α, alors
m ´ α

2
´ 1 “ ´1. Ainsi, après calcul de l’intégrale :

}uk}Xα
ď

ρ

2
plogpθ0 ` kq ´ log θ0q ď ρ log θk.

Lemme 3.2

Si θ0 est assez grand et choisi indépendamment de α, alors @ k P J0, nK et @ m P J0, α̃ ` 1K on a :

}Sθkuk}Xm
ď Cρθ

pm´αq`

k pour m ‰ α, (3.8)

}Sθkuk}Xα
ď Cρ log θk. (3.9)

Pour tout k P J0, nK, et pour tout m P J0, α̃K, on a de plus :

}pI ´ Sθkquk}Xm
ď Cρθm´α

k . (3.10)

Démonstration : Soient k P J0, nK et m P J0, α̃K. On utilise l’inégalité 2.1 des opérateurs régularisants (avec
α Ñ m et β Ñ m) :

}Sθkuk}Xm
ď C }uk}Xm

.

§ Si m ‰ α, par le lemme 3.1, on a : }Sθkuk}Xm
ď Cρθ

pm´αq`

k .

§ Si m “ α, par le lemme 3.1, on a : }Sθkuk}Xα
ď Cρ log θk.

Si m “ α̃ ` 1, l’inégalité 2.1 donne (avec α Ñ α̃ et β Ñ α̃ ` 1) :

}Sθkuk}Xα̃`1
ď Cθ

pα̃`1´α̃q`

k }uk}Xα̃
ď Cθkρθ

pα̃´αq`

k ď Cρθ
pα̃`1´αq`

k .

La dernière inégalité suit de même. Soient k P J0, nK et m P J0, α̃K. On utilise l’inégalité 2.2 (avec α Ñ α ` 1 et
β Ñ m) et le lemme 3.1 :

}Sθkuk ´ uk}Xm
ď Cθm´α´1

k }uk}Xα`1
ď Cθm´α´1

k ρθ
pα`1´αq`

k “ Cρθm´α
k .

Les lemmes 3.0, 3.1 et 3.2 sont utiles dans toute la suite de la récurrence, ils permettent de prouver la
majorité des lemmes ci-dessous.

2.3 Estimations des erreurs

Estimation des erreurs quadratiques

On rappelle que l’on note e1
k l’erreur dite quadratique issue de la méthode de Newton à l’itération k :

e1
k

def
““ Fpuk`1q ´ Fpukq ´ dFpukqδuk. (3.11)

On se propose de trouver une estimation pour l’erreur quadratique.
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Lemme 3.3
Soit α ě 1. Il existe ρ ą 0 suffisamment petit et θ0 ě 1 suffisamment grand, tous deux choisis
indépendamment de α, tels que @ k P J0, n ´ 1K et @ m P J0, α̃ ´ 1K, on a :

›

›e1
k

›

›

Ym
ď Cρ2θm´2α´2

k ∆k. (3.12)

Démonstration : Soient k P J0, n ´ 1K et m P J0, α̃ ´ 1K. D’après la formule de Taylor avec reste intégral de
Laplace sur les espaces de Banach, on écrit Fpuk`1q de la manière suivante :

Fpuk`1q “ Fpuk ` δukq “ Fpukq ` dFpukqpδukq `

ż 1

0

p1 ´ τqd2Fpuk ` τδukqpδuk, δukqdτ.

L’erreur quadratique définie dans 3.11 peut alors être écrite comme cette dernière intégrale :

e1
k “

ż 1

0

p1 ´ τqd2Fpuk ` τδukqpδuk, δukqdτ. (‹)

Par l’inégalité triangulaire et l’homogénéité des normes, nous remarquons que :

sup
τ P r0,1s

}uk ` τδuk}X0
ď sup

τ P r0,1s

`

}uk}X0
` τ }δuk}X0

˘

ď }uk}X0
` }δuk}X0

.

D’après le lemme 3.1, }uk}X0
ď ρθ

p´αq`

k “ ρ. Nous avons par pHn´1q, }δuk}X0
ď ρθ´α´1

k ∆k. Enfin par le lemme
3.0, nous avons θ´α´1

k ∆k ď 1, ce qui donne la majoration }δuk}X0
ď ρ. Nous obtenons alors la majoration,

sup
τ P r0,1s

}uk ` τδuk}X0
ď 2ρ. Ainsi, pour ρ suffisamment petit, l’hypothèse 1 appliquée à uk ` τδuk donne :

›

›d2Fpuk ` τδukqpδuk, δukq
›

›

Ym
ď C

´

2 }δuk}Xm`1
}δuk}X0

` }δuk}
2
X0

´

1 ` }uk ` τδuk}Xm`1

¯¯

ď C
´

2 }δuk}Xm`1
}δuk}X0

` }δuk}
2
X0

´

1 ` }uk}Xm`1
` }δuk}Xm`1

¯¯

. (3.13)

D’après l’hypothèse pHn´1q,

›

›d2Fpuk ` τδukqpδuk, δukq
›

›

Ym
ď C

´

2ρ2θm`1´2α´2
k ∆2

k ` ρ2θ´2α´2
k ∆2

k

´

1 ` }uk}Xm`1
` ρθm`1´α´1

k ∆k

¯¯

.

Après simplification et factorisation par ρ2θm´2α´2
k ∆k, nous obtenons :

›

›d2Fpuk ` τδukqpδuk, δukq
›

›

Ym
ď Cρ2θm´2α´2

k ∆k

´

2θk∆k ` θ´m
k ∆k

´

1 ` }uk}Xm`1
` ρθm´α

k ∆k

¯¯

.

Enfin, par le lemme 3.0 nous avons ∆k ď 1
2θ

´1
k , d’où

›

›d2Fpuk ` τδukqpδuk, δukq
›

›

Ym
ď Cρ2θm´2α´2

k ∆k

´

1 ` θ´m´1
k

´

1 ` }uk}Xm`1
` ρθm´α´1

k

¯¯

.

Or, par le lemme 3.1,
}uk}Xm`1

ď ρθ
pm`1´αq`

k ou }uk}Xm`1
ď ρ log θk.

Dans les deux cas on peut majorer }uk}Xm`1
par ρθm`1

k car θ
pm`1´αq`

k ď θm`1
k et log θk ď θm`1

k . D’où,

›

›d2Fpuk ` τδukqpδuk, δukq
›

›

Ym
ď Cρ2θm´2α´2

k ∆k

`

1 ` θ´m´1
k

`

1 ` ρθm`1
k ` ρθm´α´1

k

˘˘

.

On développe puis on majore θ´m´1
k et θ´α´2

k par 1. On a ainsi
›

›d2Fpuk ` τδukqpδuk, δukq
›

›

Ym
ď Cρ2θm´2α´2

k ∆k

`

1 ` θ´m´1
k ` ρ ` ρθ´α´2

k

˘

ď Cρ2θm´2α´2
k ∆k p2 ` 2ρq .
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Ainsi, pour ρ ď 1 et en posant C 1 “ 4C, on a :
›

›d2Fpuk ` τδukqpδuk, δukq
›

›

Ym
ď C 1ρ2θm´2α´2

k ∆k.

L’égalité (‹) nous donne alors :

›

›e1
k

›

›

Ym
“

›

›

›

›

ż 1

0

p1 ´ τqd2Fpuk ` τδukqpδuk, δukqdτ

›

›

›

›

Ym

ď

ż 1

0

|1 ´ τ |
›

›d2Fpuk ` τδukqpδuk, δukq
›

›

Ym
dτ

ď

ż 1

0

›

›d2Fpuk ` τδukqpδuk, δukq
›

›

Ym
dτ ď

›

›d2Fpuk ` τδukqpδuk, δukq
›

›

Ym
ď C 1ρ2θm´2α´2

k ∆k.

On a bien @ k P J0, n ´ 1K et @ m P J0, α̃ ´ 1K, }e1
k}Ym

ď C 1ρ2θm´2α´2
k ∆k.

Estimation des erreurs de substitution

On rappelle que l’on note e2
k l’erreur de substitution à l’itération k :

e2
k

def
““ dFpukqδuk ´ dFpSθkukqδuk. (3.14)

On se propose de trouver une estimation pour l’erreur de substitution.
Lemme 3.4

Soit α ě 1. Il existe alors ρ ą 0 suffisamment petit, et θ0 ě 1 suffisamment grand, tous deux choisis
indépendamment de α, tels que @ k P J0, n ´ 1K et @ m P J0, α̃ ´ 1K, on a :

›

›e2
k

›

›

Ym
ď Cρ2θm´2α

k ∆k. (3.15)

Démonstration : L’erreur de substitution définie dans 3.14 peut être écrite de la manière suivante :

e2
k “

ż 1

0

d2FpSθkuk ` τpI ´ Sθkqukqpδuk, pI ´ Sθkqukqdτ.

On cherche à majorer }Sθkuk ` τpI ´ Sθkquk}X0
pour appliquer de nouveau l’hypothèse 1. D’après le lemme 3.2,

}Sθkuk}X0
ď Cρ et }pI ´ Sθkquk}X0

ď Cρθ´α
k ď Cρ.

Ainsi, sup
τ P r0,1s

}Sθkuk ` τpI ´ Sθkqukq}X0
ď 2Cρ. Comme C est une constante qui ne dépend que de la norme

choisie, on a bien une majoration de }Sθkuk ` τpI ´ Sθkquk}X0
qui nous permet d’appliquer l’hypothèse 1 pour

ρ suffisamment petit.
Notons β̃ “

›

›d2FpSθkuk ` τpI ´ Sθkqukqpδuk, pI ´ Sθkqukq
›

›

Ym
. On obtient alors :

β̃ ď C
´

}δuk}Xm`1
}pI ´ Sθkquk}X0

` }δuk}X0
}pI ´ Sθkquk}Xm`1

` }δuk}X0
}pI ´ Sθkquk}X0

`

1 ` }Sθkuk ` τpI ´ Sθkquk}Xm`1

˘

¯

. (3.16)

On applique les majorations vues dans le lemme 3.2 et l’hypothèse de récurrence pHn´1q :

β̃ ď Cρ2
`

θm´α
k ∆k Cθ´α

k ` θ´α´1
k ∆k Cθm`1´α

k ` θ´α´1
k ∆k Cθ´α

k p1 ` }Sθkuk}Xm`1
` Cρθm`1´α

k

˘

.

Par le lemme 3.2, }Sθkuk}Xm`1
ď

#

Cρθ
pm`1´αq`

k si m ‰ α,

Cρ log θk si m “ α.
Dans les deux cas, on peut majorer par Cρθm`1

k .
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Cette inégalité se factorise alors en :

β̃ ď Cρ2
`

Cθm´2α
k ∆k ` Cθm´2α

k ∆k ` Cθ´2α´1
k ∆kp1 ` Cρθm`1

k ` Cρθm`1´α
k

˘˘

ď Cρ2θm´2α
k ∆kp2C ` θ´m´1

k ` Cρ ` Cρθ´αq.

Le terme entre parenthèses est majoré par une constante C 1. On retrouve β̃ ď C2ρ2θm´2α
k ∆k. Alors,

›

›e2
k

›

›

Ym
ď

ż 1

0

›

›d2FpSθkuk ` τpI ´ Sθkqukqpδuk, pI ´ Sθkqukq
›

›

Ym
dτ ď

ż 1

0

C2ρ2θm´2α
k ∆kdτ “ C2ρ2θm´2α

k ∆k.

Les lemmes 3.3 et 3.4 nous servent à avoir une approximation de }ek}Ym
.

Estimation de l’erreur totale

Par l’inégalité triangulaire, on obtient directement la majoration de l’erreur ek “ e1
k ` e2

k, à chaque
étape de l’itération.
Lemme 3.5

Soit α ě 1. Il existe alors ρ ą 0 suffisamment petit, et θ0 ě 1 suffisamment grand, tous deux choisis
indépendamment de α, tels que @ k P J0, n ´ 1K et @ m P J0, α̃ ´ 1K, on a :

}ek}Ym
ď Cρ2θm´2α

k ∆k. (3.17)

Démonstration : Soit k P J0, n ´ 1K et m P J0, α̃ ´ 1K. Nous avons par définition ek “ e1
k ` e2

k, par l’inégalité
triangulaire et les lemmes 3.3 et 3.4 nous avons alors :

}ek}Ym
ď

›

›e1
k

›

›

Ym
`

›

›e2
k

›

›

Ym
ď Cρ2θm´2α´2

k ∆k ` Cρ2θm´2α
k ∆k ď 2Cρ2θm´2α

k ∆k,

car θk ě 1. Puis en posant C’= 2C, nous avons : }ek}Ym
ď C 1ρ2θm´2α

k ∆k.

Estimation de l’erreur accumulée

Le lemme précédent donne alors une estimation de l’erreur ek à chaque étape. Donnons maintenant
une estimation de l’erreur accumulée En au bout de n étapes. Notre but étant d’avoir une majoration
maximale de l’erreur accumulée, on étudie une estimation de En avec la plus grande norme pour
laquelle nous avons les estimations précédentes, c’est-à-dire celle de l’espace Yα̃´1. De plus, le lemme
suivant donnera une condition sur α̃ que nous garderons jusqu’à la fin de la preuve.
Lemme 3.6

Soit α ě 1. Il existe alors ρ ą 0 suffisamment petit, et θ0 ě 1 suffisamment grand, tous deux choisis
indépendamment de α, tels que :

}En}Yp
ď Cρ2θp´2α`1

n , (3.18)

avec p “ α̃ ´ 1.

Démonstration : On a par définition En “
řn´1

k“0 ek, ce qui nous donne par l’inégalité triangulaire :

}En}Yp
“

›

›

›

›

›

n´1
ÿ

k“0

ek

›

›

›

›

›

Yp

ď

n´1
ÿ

k“0

}ek}Yp
.
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Puis par le lemme 3.5,

}En}Yp
ď

n´1
ÿ

k“0

Cρ2θp´2α
k ∆k ď Cρ2

n´1
ÿ

k“0

θp´2α
k pθk`1 ´ θkq ď Cρ2

n´1
ÿ

k“0

θp´2α
k θk`1 ´ θp´2α`1

k .

Nous posons la condition p ´ 2α ě 0 pour avoir θp´2α
k ď θp´2α

k`1 (afin d’obtenir une somme téléscopique), puis

}En}Yp
ď Cρ2

n´1
ÿ

k“0

θp´2α`1
k`1 ´ θp´2α`1

k ď Cρ2pθp´2α`1
n ´ θp´2α`1

0 q ď Cρ2θp´2α`1
n .

car θp´2α`1
0 ě 0.

Remarque 2
Nous choisissons le plus petit p permettant de majorer En par une somme téléscopique. La condition
p ´ 2α ě 0 nous permet de choisir p “ 2α, puis α̃ “ 2α ` 1 dans l’hypothèse pHn´1q.

À partir de maintenant et jusqu’à la fin de la preuve, nous posons α̃ “ 2α ` 1.

2.4 Estimation de fn

Dans le schéma itératif décrit précédemment, on avait défini fn de telle sorte à satisfaire l’équation 3.4,
que l’on rappelle ici :

n
ÿ

k“0

fk ` SθnEn “ Sθnf. (3.4)

À partir de l’estimation de En précédemment obtenue, on peut déterminer une majoration pour
l’itéré fn.
Lemme 3.7

Soit α ě 1. Si ρ ą 0 est suffisamment petit et θ0 ě 1 suffisamment grand, choisis indépendamment
de α, on a pour tout entier m P J0, 2α ` 2K :

}fn}Ym
ď C∆n

´

θm´α´2
n }f}Yα`1

` ρ2θm´2α
n

¯

. (3.19)

Démonstration : L’équation 3.4 ci-dessus donne :

fn “ ´

n´1
ÿ

k“0

fk ´ SθnEn ` Sθnf.

On réapplique l’équation 3.4 à
n´1
ř

k“0

fk :

fn “ ´pSθn´1
f ´ Sθn´1

En´1q ´ SθnEn ` Sθnf.

Puis par linéarité de Sθn´1
et Sθn et comme En “ En´1 ` en, on a alors :

fn “ pSθn ´ Sθn´1
qf ´ pSθn ´ Sθn´1

qEn´1 ´ Sθnen´1.

À partir de l’inégalité 2.3 (avec α Ñ α ` 1 et β Ñ m), on trouve une estimation pour tout m P J0, 2α ` 2K :

›

›pSθn ´ Sθn´1qf
›

›

Ym
“

›

›

›

›

›

ż θn

θn´1

d

dθ
Sθfdθ

›

›

›

›

›

Ym

ď sup
θPrθn´1,θns

›

›

›

›

d

dθ
Sθf

›

›

›

›

Ym

∆n´1 ď sup
θPrθn´1,θns

θm´α´2C }f}Yα`1
∆n´1.

(3.20)
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De plus comme θn´1 ď θn ď
?
2θn´1 et ∆n´1 ď 3∆n d’après le lemme 3.0, on a :
›

›pSθn ´ Sθn´1qf
›

›

Ym
ď 3

?
2C∆nθ

m´α´2
n }f}Yα`1

.

De même, à partir de l’inégalité 2.3 (avec α Ñ p et β Ñ m) et de l’estimation de En du lemme 3.6 :

›

›pSθn ´ Sθn´1
qEn´1

›

›

Ym
“

›

›

›

›

›

ż θn

θn´1

d

dθ
SθEn´1dθ

›

›

›

›

›

Ym

ď sup
θPrθn´1,θns

›

›

›

›

d

dθ
SθEn´1f

›

›

›

›

Ym

∆n´1

ď
?
2Cθm´p´1

n ∆n´1 }En´1}Yp
ď

?
2C∆n´1θ

m´p´1
n Cρ2θp´2α`1

n´1 ď 3
?
2C2∆nθ

m´2α
n ρ2.

À partir de l’inégalité 2.1 (avec α ÞÑ m et β ÞÑ m), et du lemme 3.5, on obtient directement pour tout m :

}Sθnen´1}Ym
ď Cθpm´mq`

n }en´1}Ym
ď CC 1ρ2θm´2α

n´1 ∆n´1 ď 3
?
2CC 1∆nθ

m´2α
n ρ2.

En combinant les trois majorations précédentes, on obtient :

}fn}Ym
ď

›

›pSθn ´ Sθn´1
qf

›

›

Ym
`

›

›pSθn ´ Sθn´1
qEn´1

›

›

Ym
` }Sθnen´1}Ym

ď 3
?
2C∆n

´

θm´α´2
n }f}Yα`1

` Cρ2θm´2α
n ` Cρ2θm´2α

n

¯

“ 3
?
2C∆n

´

θm´α´2
n }f}Yα`1

` 2Cρ2θm´2α
n

¯

.

Puis en posant C2 “ 6
?
2pC ` CC 1q,

}fn}Ym
ď C2∆n

´

θm´α´2
n }f}Yα`1

` ρ2θm´2α
n

¯

.

2.5 Preuve de l’hérédité

On prouve finalement le fait que l’hypothèse de récurrence pHn´1q, supposée vraie au rang n ´ 1, est
vérifiée au rang n. Rappelons l’hypothèse de récurrence, avec la valeur définie pour α̃ :

@ k P J0, n ´ 1K,@ m P J0, 2α ` 1K, }δuk}Xm
ď ρθm´α´1

k ∆k. pHn´1q

On cherche donc à déterminer une majoration de δun “ un`1 ´ un, qui pour rappel est défini comme
solution de l’équation 3.2 : dFpSθnunqδun “ fn.

Lemme 3.8
Soit α ě 3. Si ρ ą 0 est suffisamment petit, et θ0 ě 1 est suffisamment grand, choisis indépendam-

ment de α, et si
}f}Yα`1

ρ est suffisamment petit, alors pour tout entier m P J0, 2α ` 1K,

}δun}Xm
ď ρθm´α´1

n ∆n. (3.21)

Démonstration : D’après l’inégalité 3.8, Sθnun satisfait }Sθnun}X0
ď Cρ donc Sθnun est dans un voisinage

ouvert borné de 0 dans X0. Pour un ρ suffisamment petit, on peut donc appliquer l’hypothèse 2 : il existe
ΨpSθnunq tel que δun “ ΨpSθnunqfn avec dFpSθnunqΨpSθnunq “ Id et l’égalité 3.2 nous donne :

}δun}Xm
ď C

´

}fn}Ym`1
` }fn}Y0

}Sθnun}Xm`1

¯

.

D’après le lemme 3.7 et l’inégalité 3.8 on obtient :

}δun}Xm
ď C∆n

´

θm´α´1
n }f}Yα`1

` ρ2θm´2α`1
n

¯

` C∆n

´

θ´α´2
n }f}Yα`1

` ρ2θ´2α
n

¯

ρθpm`1´αq`
n . (3.22)
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Factorisons par θm´α´1
n pour obtenir une bonne majoration. Il faut pour cela que les inégalités suivantes soient

vérifiées. Notons que si m ` 1 ´ α ď 0, on obtient des inégalités triviales. Pour m ` 1 ´ α ą 0, α doit vérifier
les trois inégalités :

m ´ 2α ` 1 ă m ´ α ´ 1 ´α ´ 2 ` pm ` 1 ´ αq` ď m ´ α ´ 1 ´2α ` pm ` 1 ´ αq` ă m ´ α ´ 1
´α ă ´2 ´α ´ 2 ` m ` 1 ´ α ď m ´ α ´ 1 ´2α ` m ` 1 ´ α ă m ´ α ´ 1
α ą 2 α ě 0 α ą 1

Ainsi, α doit satisfaire les trois hypothèses ci-dessus, c’est-à-dire être strictement supérieur à 2. Prenons α ě 3,
on obtient :

}δun}Xm
ď C

´

}f}Yα`1
` ρ2 ` p}f}Yα`1

` ρ2q ¨ ρ
¯

θm´α´1
n ∆n,

puis pour ρ ă 1,

}δun}Xm
ď 2C

´

}f}Yα`1
` ρ2

¯

θm´α´1
n ∆n “ 2Cρ

˜

}f}Yα`1

ρ
` ρ

¸

θm´α´1
n ∆n.

Pour
ˆ

}f}Yα`1

ρ ` ρ

˙

ď 1
2C , c’est-à-dire pour ρ et

}f}Yα`1

ρ suffisamment petit, on a finalement :

}δun}Xm
ď ρθm´α´1

n ∆n.

On a donc prouvé :

@ k P J0, nK,@ m P J0, 2α ` 1K, }δuk}Xm
ď ρθm´α´1

k ∆k. pHnq

Point crucial de la méthode
Les trois inégalités ci-dessus montrent la convergence de la méthode : les erreurs dues aux pertes de
dérivées se compensent par le caractère quadratique de la méthode de Newton. La nature quadratique
des erreurs est caractérisée par le ´2α dans l’estimation de l’erreur totale trouvée dans le lemme 3.5 :

}ek}Ym
ď Cρ2θm´2α

k ∆k. (3.17)

D’un autre côté, les estimations douces donnent (dans 3.20) cette majoration par m ´ α, linéaire.
Ainsi, pour un α suffisant grand (ici, supérieur ou égal à 3), on obtient la majoration souhaitée qui
nous permet de conclure la récurrence.

2.6 Initialisation de la récurrence

Le lemme 3.8 montre que pHn´1q implique pHnq avec α ě 3, α̃ “ 2α ` 1, ρ ą 0 suffisamment petit et
θ0 ě 1 suffisamment grand. Nous utilisons donc ces conditions pour prouver l’initialisation pH0q.

L’hypothèse de récurrence au rang 0 se formule :

@ m P J0, 2α ` 1K, }δu0}Xm
ď ρθm´α´1

0 ∆0. (H0)

Lemme 3.9

Pour
}f}Yα`1

ρ assez petit, la propriété pH0q est vraie.
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Démonstration : D’après l’égalité 3.2 on a dFp0qδu0 “ Sθ0f. D’après l’hypothèse 2, on a pour ρ suffisamment
petit }δu0}Xm

ď C }Sθ0f}Ym`1
. D’après la majoration 2.1, on a :

}δu0}Xm
ď Cθ

pm´αq`

0 }f}Yα`1
“ ρθm´α´1

0 ∆0 ¨ Cθ
pm´αq`´pm´αq

0

θ0
∆0

}f}Yα`1

ρ
.

Pour
}f}Yα`1

ρ suffisamment petit, on a
}f}Yα`1

ρ ď pCθ
pm´αq`´pm´αq

0 q´1 ∆0

θ0
donc }δu0}Xm

ď ρθm´α´1
0 ∆0.

3 Conclusion de la preuve

On prend des valeurs de α et α̃ permettant à la preuve par récurrence de fonctionner : α ě 3 en
accord avec le lemme 3.8, et α̃ “ 2α ` 1 en accord avec le lemme 3.6. Par ce qui précède, pour ρ ą 0,
}f}Yα`1

{ρ pris tous deux suffisamment petit et θ0 suffisamment grand, l’inégalité pHn´1q est vraie pour
tout n P N :

@ k P N,@ m P J0, α̃K, }δuk}Xm
ď ρθm´α´1

k ∆k.

On obtient alors d’après le lemme 3.0 :

ÿ

ně0

}δun}Xm
ď

ÿ

ně0

ρθm´α´1
n ∆n ď

ÿ

ně0

ρ
θm´α´1
n

2θn
“

ÿ

ně0

ρ
1

2
pθ20 ` nq

m´α´2
2 .

La série converge si et seulement si m ă α. Prenons donc le plus grand m1 vérifiant cette condition,
c’est-à-dire m1 “ α ´ 1. Alors

ř

ně0 }δun}Xm1
ă `8. Il en suit }δun}Xm1

ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

0, c’est-à-dire

}un`1 ´ un}Xm1
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

0. Comme la série converge, la suite punqn est donc de Cauchy dans Xm1 . Or

Xm1 est un espace de Banach, donc complet ; ainsi punqn converge dans Xm1 vers u P Xm1 .

Montrons que u est la solution du problème initial.

Dans le schéma itératif, on avait :

Fpun`1q ´ f “ pSθn ´ Idqf ` pId ´ SθnqEn ` en. (3.5)

Alors par la majoration 2.2 des opérateurs régularisants, et les majorations sur les erreurs obtenues
dans les lemmes 3.5 et 3.6,

}Fpun`1q ´ f}Yα
ď }Sθnf ´ f}Yα

` }En ´ SθnEn}Yα
` }en}Yα

ď Cθ´1
n }f}Yα`1

` Cθα´p
n }En}Yp

` Cρ2θ´α
n ∆n

ď Cρθ´1
n

˜

}f}Yα`1

ρ
` ρθ´α`2

n ` ρθ´α`1
n ∆n

¸

ď 3Cρθ´1
n , car α ě 3.

On remarque que θ´1
n ÝÝÝÝÑ

nÑ`8
0 donc, le terme de droite tend vers 0. On obtient alors par continuité

de F que :
Fpuq “ lim

nÑ8
Fpun`1q “ f.

Ainsi, u est une solution du problème initial 1.1, et l’assertion 1 du théorème de Nash-Moser est vérifiée.
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4 Régularité supplémentaire de la solution

On cherche finalement à prouver l’assertion 2 du théorème de Nash-Moser.

Supposons que la fonction f admet une régularité plus grande, à savoir f P Ym2`2 pour m2 ą m1. Posons
alors α1 “ m2`1, et similairement α̃ “ 2α1`1. Nous avons déjà prouvé qu’avec des paramètres bien fixés

ρ,
}f}Yα`1

ρ , θ0, la récurrence fonctionne pour tout n ě 0 ; on peut donc utiliser les estimations obtenues
dans les lemmes précédents, pour tout n. Pour obtenir une condition de régularité supplémentaire, on
revient sur la preuve du lemme 3.8. Dans sa démonstration, on utilisait la majoration suivante :

}δun}Xm
ď C∆n

´

θm´α´1
n }f}Yα`1

` ρ2θm´2α`1
n

¯

` C∆n

´

θ´α´2
n }f}Yα`1

` ρ2θ´2α
n

¯

ρθpm´α`1q`
n .

(3.22)
Comme constaté dans les inégalités qui suivaient, les puissances des termes θn qui ne dépendaient pas
de f étaient strictement inférieures à m ´ α ´ 1. D’un autre côté, les puissances des autres termes θn
dépendant de f , venaient de la majoration 3.20 du lemme 3.7 :

›

›pSθn ´ Sθn´1qf
›

›

Ym
“

›

›

›

›

›

ż θn

θn´1

d

dθ
Sθfdθ

›

›

›

›

›

Ym

ď sup
θPrθn´1,θns

›

›

›

›

d

dθ
Sθf

›

›

›

›

Ym

∆n´1 ď Cθm´α´2
n´1 ∆n´1 }f}Yα`1

.

(3.20)

Maintenant que f est plus régulier, on peut obtenir une meilleure majoration que l’équation 3.20, en
utilisant l’équation 2.3 (avec α Ñ α ` 2 et β Ñ m) :

›

›pSθn ´ Sθn´1qf
›

›

Ym
“

›

›

›

›

›

ż θn

θn´1

d

dθ
Sθfdθ

›

›

›

›

›

Ym

ď sup
θPrθn´1,θns

›

›

›

›

d

dθ
Sθf

›

›

›

›

Ym

∆n´1 ď Cθm´α´3
n´1 ∆n´1 }f}Yα`2

.

En poursuivant la preuve, on obtient donc une majoration de }fn}Ym
différente, pour tout entier

m P J0, α̃ ` 1K :
}fn}Ym

ď C∆n

`

θm´α´3
n }f}Yα`2 ` ρ2θm´2α

n

˘

. (3.23)

On obtient alors la majoration suivante :

}δun}Xm
ď C∆n

`

θm´α´2
n }f}Yα`2 ` ρ2θm´2α`1

n

˘

` C∆n

´

θ´α´2
n }f}Yα`1

` ρ2θ´2α
n

¯

ρθpm´α`1q`
n .

Pour α ą 3, d’après le lemme 3.8 le tout se factorise par θm´α´2
n :

}δun}Xm
ď Cp}f}Yα`2

` ρ2qθm´α´2
n ∆n ď Cρp

}f}Yα`2

ρ
` ρqθm´α´2

n ∆n ď Cθm´α´2
n ∆n.

où la dernière étape se justifie car on aurait pris
}f}Yα`2

ρ suffisamment petit et ρ Ps0, 1r.

On refait alors la preuve du schéma de récurrence précédent, en utilisant à la place de l’hypothèse de
récurrence pHnq, cette meilleure estimation :

@ n ě 0,@ m P J0, α̃K, }δun}Xm
ď Cθm´α´2

n ∆n (3.24)
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Estimations des erreurs

Les deux erreurs e1
k et e2

k se réécrivent avec cette nouvelle majoration, car }δun}Xm
était présent dans

chacun des termes de l’inégalité 3.13 du lemme 3.3, et 3.16 du lemme 3.4. En poursuivant la preuve
avec cette meilleure estimation, on obtient :

›

›e1
k

›

›

Ym
ď Cρθm´2α´4

k ∆k,
›

›e2
k

›

›

Ym
ď Cρθm´2α´1

k ∆k,

}ek}Ym
ď Cρθm´2α´1

k ∆k.

Cela nous donne }ek}Ym`1
ď Cρθm´2α

k ∆k pour m P J0, α̃ ´ 1K. On a donc l’estimation sur une norme
supplémentaire (celle de Yα̃), ce qui nous permet de calculer }En}Yp`1

(car p “ α̃ ´ 1) similairement
au lemme 3.6, avec également cette meilleure estimation 3.24 :

}En}Yp`1
ď Cρθp´2α`1

n

Estimation de fn

On poursuit avec la preuve du lemme 3.7, en utilisant cette information supplémentaire et la régularité
additionnelle, pour obtenir une estimation de }fn}Ym`1

.

À partir de l’équation 2.3 (avec α Ñ α ` 2 et β Ñ m ` 1), on trouve une estimation :
›

›pSθn ´ Sθn´1qf
›

›

Ym`1
ď 3C∆nθ

m´α´2
n }f}Yα`2

À partir de l’équation 2.3 (avec α Ñ p ` 1 et β Ñ m ` 1) et de la majoration précédente, on trouve :
›

›pSθn ´ Sθn´1qEn´1

›

›

Ym`1
ď C∆nρθ

m´2α
n

À partir de l’équation 2.1 (avec α Ñ m ` 1 et β Ñ m ` 1) et de l’estimation sur }ek}Ym`1
, on trouve :

}Sθnen´1}Ym`1
ď C∆nρθ

m´2α
n

En combinant les trois précédentes majorations, on obtient, pour tout m P J0, α̃ ` 1K :

}fn}Ym`1
ď C∆npθm´α´2

n }f}Yα`2
` ρθm´2α

n q.

Estimation de δun

De la même manière, on reproduit de nouveau la preuve du lemme 3.8, avec cette information supplé-
mentaire. ρ a déjà été fixé afin de satisfaire l’hypothèse 2, on peut donc l’utiliser :

}δun}Xm`1
ď C

´

}fn}Ym`2
` }fn}Y0

}Sθnun}Xm`2

¯

.

En utilisant l’estimation sur fn, et le fait que les normes sont croissantes, on obtient

}δun}Xm`1
ď C∆n

´

θm´α´1
n }f}Yα`2

` ρθm´2α`2
n

¯

` C∆n

´

θ´α´2
n }f}Yα`1

` ρ2θ´2α
n

¯

ρθpm´α`2q`
n .

Pour α ą 3, on peut factoriser par θm´α´1
n , et comme ρ ă 1, on obtient :

}δun}Xm`1
ď Cp}f}Yα`2

` ρqθm´α´1
n ∆n.
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On a donc prouvé :
@ n ě 0,@ m P J0, α̃ ` 1K, }δun}Xm

ď ρθm´α´2
n ∆n,

soit un gain d’une information supplémentaire (celle sur Yα̃`1. On se sert ensuite de cette meilleure
estimation à la place de 3.24. En réitérant ce procédé m2 ´ m1 fois, on prouve ainsi :

@ n ě 0,@ m P J0, α̃1K, }δun}Xm
ď Cθm´α1´1

n ∆n.

Conclusion

On conclut, comme dans la partie 3, que la suite punqn est de Cauchy dans Xm2 , donc converge vers
u P Xm2 . On a déjà montré précédemment que ce u est solution du problème initial. On a donc prouvé
l’assertion 2. du théorème de Nash-Moser.
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4. Cas où α “ 3

Afin de mieux comprendre le cheminement de la preuve, on se propose de revenir sur son fonctionnement
une fois les paramètres bien définis. Nous avons vu dans le lemme 3.8 que dans notre cas, la récurrence
nécessite le choix d’un paramètre α ě 3. Considérons donc ci-dessous le cas minimal, c’est-à-dire α “ 3.

Le choix α “ 3 donne les constantes α̃ “ 7,m1 “ 2. Le plus petit espace de Banach sur lequel la
méthode de Nash-Moser agit est alors X8. On peut donc se restreindre à travailler sur des familles
finies d’espaces de Banach X0 Ą ¨ ¨ ¨ Ą X8 et Y0 Ą ¨ ¨ ¨ Ą Y8. Les opérateurs régularisants établis dans
la définition 2.1 peuvent être vus comme à valeurs dans X8 et Y8.

Le théorème de Nash-Moser s’énonce alors comme suit :

Théorème (Nash-Moser) (cas simple)
Soient des espaces de Banach X0 Ą X1 Ą ¨ ¨ ¨ Ą X8, et Y0 Ą Y1 Ą ¨ ¨ ¨ Ą Y8 satisfaisant l’hypothèse
de régularisation. Supposons vraies les hypothèses 1 et 2. Il existe ε Ps0, 1s tel que pour f P Y4
avec }f}Y4

ď ε, alors l’équation Fpuq “ f admet une solution u P X2. Plus précisément, il existe
punqně0 Ď X8 tel que :

i. un`1 “ un ` pdFpSθnunqq´1Sθnpf ´ Fpunqq, avec u0 “ 0 et lim
kÑ`8

θk “ `8.

ii. lim
nÑ8

un “ u dans X2 et lim
nÑ8

Fpunq “ f dans Y3.

L’hypothèse pHn´1q devient :

@ k P J0, n ´ 1K,@ m P J0, 7K, }δuk}Xm
ď ρθm´4

k ∆k. (4.1)

Lemme 3.8 (cas simple)

Si ρ ą 0 est suffisamment petit et θ0 ě 1 est suffisamment grand et si
}f}Y4

ρ est suffisamment petit,
alors pour tout entier m P J0, 7K,

}δun}Xm
ď ρθm´4

n ∆n. (3.2)

Montrons que pHn´1q implique pHnq, c’est-à-dire montrons que le lemme 3.8 est vrai.

Démonstration : D’après l’inégalité 3.8, Sθnun satisfait }Sθnun}X0
ď Cρ donc Sθnun est dans un voisinage

ouvert borné de 0 dans X0. Pour un ρ suffisamment petit, on peut donc appliquer l’hypothèse 2 : il existe
ΨpSθnunq tel que δun “ ΨpSθnunqfn avec dFpSθnunqΨpSθnunq “ Id et l’égalité 3.2 nous donne :

}δun}Xm
ď C

´

}fn}Ym`1
` }fn}Y0

}Sθnun}Xm`1

¯

.

D’après le lemme 3.7 et l’inégalité 3.8 on obtient

}δun}Xm
ď C∆n

`

θm´4
n }f}Y4

` ρ2θm´5
n

˘

` C∆n

`

θ´5
n }f}Y4

` ρ2θ´6
n

˘

ρθpm´2q`
n

ď C∆nθ
m´4
n

`

}f}Y4
` ρ2 ` ρ }f}Y4

` ρ2 ¨ ρ
˘

pour ρ ď 1

ď ρθm´4
n ∆n ¨ 2C

ˆ

}f}Y4

ρ
` ρ

˙

.
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Pour
´

}f}Y4

ρ ` ρ
¯

ď 1
2C , on a finalement }δun}Xm

ď ρθm´4
n ∆n.

Lemme 3.9 (cas simple)

Pour
}f}Y4

ρ assez petit, on a pH0q.

Démonstration : D’après l’égalité 3.2 on a dFp0qδu0 “ Sθ0f. D’après l’hypothèse 2, on a pour ρ suffisamment
petit }δu0}Xm

ď C }Sθ0f}Ym`1
. D’après la majoration 2.1, on a :

}δu0}Xm
ď Cθ

pm´3q`

0 }f}Y4
“ ρθm´4

0 ∆0 ¨ Cθ
pm´3q`´pm´3q

0

θ0
∆0

}f}Y4

ρ
.

Pour
}f}Y4

ρ suffisamment petit, on a
}f}Y4

ρ ď pCθ
pm´3q`´pm´3q

0 q´1 ∆0

θ0
donc }δu0}Xm

ď ρθm´4
0 ∆0.

Les lemmes 3.9 et 3.8 assurent respectivement l’initialisation et l’hérédité de la récurrence.

On a donc pour tout n P N et pour tout m P J0, 7K, }δuk}Xm
ď ρθm´4

k ∆k. Ainsi,
ÿ

kě0

}δuk}Xm
ď ρ

ÿ

kě0

θm´4
k ∆k ď

ρ

2

ÿ

kě0

θm´5
k “

ρ

2

ÿ

kě0

pθ20 ` kq
m´5

2 .

La série converge si et seulement si m´5
2 ă ´1, c’est-à-dire pour m ă 3. En particulier la suite pukqk

est de Cauchy dans X2 et comme X2 est un espace de Banach, pukqk converge vers u P X2.

Nous avons montré que la suite pukqk converge vers u P X2. Montrons désormais que u est la solution
du problème initial.
Lemme 3.5 (cas simple)

Il existe un ρ ą 0 suffisamment petit, et θ0 ě 1 suffisamment grand, tels que @ k P J0, n ´ 1K et
@ m P J0, 6K, on a :

}ek}Ym
ď Cρ2θm´6

k ∆k.

Lemme 3.6 (cas simple)
Il existe un ρ ą 0 suffisamment petit, et θ0 ě 1 suffisamment grand, tels que :

}En}Y6
ď Cρ2θn.

Par la majoration 2.2 des opérateurs de régularisation, et les majorations sur les erreurs obtenues dans
les lemmes 3.5 et 3.6,

}Fpun`1q ´ f} ď }Sθnf ´ f}Y3
` }En ´ SθnEn}Y3

` }en}Y3
ď Cθ´1

n }f}Y4
` Cθ´3

n }En}Y6
` Cρ2θ´3

n ∆n

ď Cρθ´1
n

ˆ

}f}Y4

ρ
` ρθ´1

n ` ρθ´2
n ∆n

˙

ď 3Cρθ´1
n .

On remarque que lim
nÑ`8

θ´1
n “ 0. On obtient alors par continuité de F que :

Fpuq “ lim
nÑ8

Fpun`1q “ f.

Ainsi, u est une solution du problème initial, et l’assertion est vérifiée.
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Notations

Ce tableau contient les différentes notations utilisées dans la preuve du théorème de Nash-Moser.

condition description défini en
pXmqm

pYmqm
m P N Suites décroissantes d’espaces de Banach page 12

X8

Y8

“
Ş

mě0
Xm

“
Ş

mě0
Ym

page 12

F Application d’un Banach dans un Banach page 12
dF Différentielle de F page 12
pukqk Suite de la méthode de Nash-Moser page 12
f Petite perturbation page 12
tSθuθ Famille d’opérateurs de régularisation page 12
ptq` t P Z = maxp0, tq page 12
U Voisinage ouvert borné de 0 dans X0 page 13
Ψ Une application telle que dFpuqΨpuq “ Id page 13
m1 P N m1 ` 2 est l’indice de régularité de f page 13
fk “ Sθkpf ´ Fpukqq Élément de l’itération de Nash-Moser page 14
e1
k Erreur quadratique de la méthode de Newton (cf. page 7) page 14
e2
k Erreur de substitution (cf. page 11) page 14
ek “ e1

k ` e2
k Somme des deux erreurs page 14

En “
řn´1

k“0 ek Somme cumulée des erreurs page 14
pθkqk “

a

θ20 ` k Une suite qui tend vers l’infini page 15
p∆kqk ∆k “ θk`1 ´ θk Différence entre deux termes consécutifs de la suite pθnqn page 15
ρ Ps0, 1r Élément assez petit page 16
δuk “ uk`1 ´ uk Différence entre deux termes consécutifs de la suite pukqk page 16
α Un entier fixé a posteriori dans la récurrence page 16

α̃ ą α
Borne max de l’intervalle des m vérifiant l’hypothèse
de récurrence, fixé a posteriori dans la preuve

page 16

p “ α̃ ´ 1
Indice maximal des m pour lesquels nous avons
des informations sur }ek}Ym

page 20

C ą 0 Constantes utilisées dans les différents lemmes
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